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A .  Coordonnées  obliques  ^  points  et  droites  dans  le  puui . 

1 .  Notations,  a  .,  abscisse  ^  j-,  ordonuce  5  /■,  distance  du 
point  (Q)  à  l'oiigine  O;  a:/%  angle  que  fait  la  direction  r 
avec  X  positif,  langle  étant  compté  suivant  un  sens  déter- 
miné ;  de  sorte  que 

anj^lc  rx  -\-  [\ï\<^\c  xr  =  o,      sin  rx  -\-  sin  xr  =.  o, 
eus  rx  —  cos  xr  =  o. 

2.  Théorème.  Dans  un  polygone  J'en/ic,  un  côté  est 
égal  à  la  sonnne  algébrique  des  projections  des  autres 
côtés  sur  ce  côté.  — Théorème  fondamental  quou  doit, 
je  crois,  à  Carnot. 

3.  D'après  ce  théorème  et  celte  notation,  l'on  a 

I  /■  r-T  .j  c'(j.S  rr  -)-  1  cos  i  / , 

.    ,  I   iiosxr:=^x-\-)\:o'ix)\ 

(2)  I  J  .y 

\    r  cos  iv  Trr  X  CdS  ry  -|~  )-, 


(6)     sin- jrj  :=  cos  x/  —  2  cos  xr  cos  jr  cos  j:/  -H  cos'/r. 

4.  angles  d'une  droite  avec  les  axes.  Le  rapport  a:;  y 
est  constant  pour  tous  les  points  de  la  droite  OQ-,  ainsi 

-— -,      gx—fy  —  o, 

est  l'équation  de  la  droite. 

Nous  désignons  par  [jg)  la  direction  de  la  droite:  si 
Ion  a 

r        X         y 

alors,  à  cause  de  ré(|uation  (4), 

r-=-/'  +  2/-cos.z7  4-^% 

et 

f  ->r-  g  COS  xy      /cos  xy  -\-  g 

=^   =  p-, 

cosr/-  co^yr 

ce  qui  donne  les  angles  xi\  jr^  que  fait  la  droite  avec  les 
axes. 

5.  Normale.  Soient  gx — J'y  ^=  Ii  l'équation  d'une 
droite,  g'  x — f  y  =2  o  l'équation  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  droite ,  et  Ji  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire.  On  a,  d'apiès  le  théorème  (2), 
X,  y  étant  un  point  situé  sur  la  droite  donncc, 

X  cos  x/i  -H  >■  cos  j/?  z=:  n  ; 
é<[ualion  (|iii   doit  être  identique  avec  1  équation  de  îu 


(  7) 
droite  donnée,  doue 

g  — f        II  n^  —  '{f 

—  z=  -•,      cos  xn  =  -—•,      cosjn  = 


COS  xn       cos  jn       n  h  n 

réquation  (5),  appliquée  à  la  normale,  donne 
ros  xn  —  cos  j«  cos  xy        vosyn  —  cos.r«  cos  xf       sin^.xr 

7       "  ^  "^     ~s'        ^  ~r  ' 

ou  bien 

g  4-ycos  xy  f  -\-  gcosxy h  sin'^^' 

/'  "~  ?  ~"       P' 

ou 

p"  =  /"  4-  2/'  §•'  cos  xy  -i-  g" ; 

et  réquation  (6)  donne 

h'    . 

—  suvxy  =  g'  -+-  if  g  cos^:)-  4-/  -  =  p', 

d'où 

h  p 

n       sin  xy 

et  réciproquement,  les  deux  directions   {fg)  et  {j'g') 
sont  normales  l'une  à  l'autre ,  lorsque 

SS'  -\-ff  +  ifs'  +  s/' )  ^-os  xy  =  o. 

6.     Angle    de    deux    droites.     Soient    les    droites 

8'^—fy=^'->   8'^—fr='^'^   -^1  J    un   point   de   la 
première  droite;  j:',j^' un  point  de  la  seconde  droite; 

/•'  =  x^  -\-  "2.  xy  cos  xy  -\-  j%      r'^  =  x'''  +  2  x' y'  cos  xj  +  j'-; 

on  a 

.     r'  cos  rr'  =i  x'  cos  jr/  H-  y'  cos  jr     (  théorème  2 j , 

et,  a  l'aide  de  l'équation  (3), 

(7)        /-r'coSA-/-'  =  x' X  +  y' y  -f-  (jc'/  H~  y' x)  cos  j:/; 

ou  bien,  à  l'aide  de  l'équation  (5), 

sin^xy  cos  rr'  =  cos av cos  Jiv'  +  cosjrcos  jr' 


;  0\ 

\    I    \  — (ros  jTcos  J/'' +  cos.iv' COS  r/-')cos.rj, 


in 

on  a 

X       j        r        x'       y'        r' 
OU 

f-  ~  P  +  2/g'  cos  xy  •+-  ^%      p'-'  =f'^  +  2/'  §'  cos  xj  +  o'2  j 

substituant,  dans  l'équation  (7),  on  trouve 

pp'  cos  T-r'  =ff'  H-  g'g'  -t-  (/-'  +  g/-')  ces  ^j. 

On  parvient   au   même    résultat   en    substituant ,  dans 
l'équation  (7),  ayant  égard  aux  équations  (3), 

/-f-g^COSJTJ         /COSJTJ  +  J' 


cosjrr  cos  jr 

f  -4-  g'  cos  ^•7' f  ros  ./.y  -f-  r' 

cos.r'/'  C(xs  7'/- 


=  P 


faisant  77"' =: -5  on  revient  à  la  formule  des  directions 
2 

normales. 

7.  Distance  d'une  droite  à  l'origine.  Soient  l'équation 
de  la  droite  gx  — fy  =  îi  -,  n  la  distance  de  celte  droite  à 
l'origine 5  on  a,  comme  ci-dessus  (§  o) , 

h  sin  xy 
n  =  -. 

0 

8.  Distance  d'une  droite  ii  un  point  quelcotique.  Soient 
la  même  droite  et  un  point  (xi  ,jKi)>  et //j  la  distance 
cherchée  5  on  trouve  facilement 

_  (A  —  gx.  —  y>,)sinxj 
«1  —  •  ^ 

P 

B.   Poinis,  droites,  plans  dans  V espace. 

9.  Notation. 

OV  =  X,        PQ=/,        QRrr:z, 

coordonnées  des  poinis  K  ;  Oïl  =  /". 


(9   ) 


10.  On  a 


(i)         /■=.«•  cos  .vr  -|-  Y  cos //■  -f-  z  eus  zr, 

!/■  cosav  -^  0-'  H- j'  cos  .cr  -i-  g  cos  zx   \ 
r  cos  >•/■  =  X  cosxf  -f  j  -f-  s  cos  j  3  >  [théorùmc  2  ]  ; 
/•  cos  zr  =  X  CGSzx  H-  j'  cos  jz  +  z   ) 
de  là 

X  ^  J   cos  XJ-  +  z   cos  3X 


(3; 


cos  xr 
X  cos  j:-/  H-  J)'  H-  z  cos  j'Z 

cos  J  3 

X  cos  3.r  -+-  r  cos  >-3  -{-  s 


cos  zr 

Les  équations  (i)  el  (2)  donnent 

(4  )  /•-  —  X-  -i-  >^  4-  3-  -h  2  j-j  cosay  -h  2  rz  cos  jz  -r  :?.  :./:  cos  zx. 
On  déduit,  des  équations  (2), 

sin' jz  cos  xr  —  7  cos  jv  —  8  cos  zr 


;5) 


sin'^  zx  cosyr  —  a  cos  z/'  —  7  cos  .iv 
sin-  xf  cos  zr  —  p  cos  .'/■  —  a  cos  )/•   rî' 


ou 

:<  r=  cosj'z  —  COS  zx  cos  JZ, 
p  =  COS  z.r  —  cos.r)  cosjz, 
7  =  cosjj  —  cosjz  cos  z-r, 
rj-  =14-2  cos.rr  cosj  z  cos  zx  —  COS-.Z  )■  —  cos  1  z  —  coS''  zx. 

Substituant  pour  x.  j',  z.  /•,  leurs  valeurs  j)ro[)Oi  (ioii- 
nelles  dans  l'équation  (i),  on  obtient 


;6) 


â-  =  sin-j3  cos'xr  ■+-  sin'  zx  cos' jr  -+-  sin-  xj  vos-  zr 
—  2  7  cos  avcos  IV  —  2  (î  COS  zr  cos  xr  —  2  a  cos  1  v  cos  -/ . 


(  ï'>  ) 

Dans  le  Irièdrc  formé  par  les  axes,  soit 

X  l'angle  dièdre  opposé  à  jz, 
Y  l'angle  dièdre  opposé  à  zx, 
Z  l'angle   dièdre  opposé  à  xy, 

oii  a  (Trigonométrie  sphérique) 

(  a  =  sin  zx  sin  xf  cos  X , 

(  7  )  <  p  =  sin  xy  sin  jz  cos  Y , 

'  y  =  sin  ^>':;  sin  zx  cos  Z  ; 

=  sin'  zx  sin'  xr  sin-  X , 

=  sin'x/  sin-  >'3  sin' Y, 

=  sin- jz  sin'  zx  sin'  Z, 


de  h 


y.  p  70 

11.  Volume  du  paiallélipipècle  des  axes.  Si  Toii 
prend,  à  partir  de  1  origine,  une  longueur  égale  à  Tunilé 
sur  les  trois  axes ,  et  qu'on  achève  le  parallélipipède ,  le 
volume  est  égal  à  d\  élevant  à  l'origine  les  droites  xf  ,y'^  z' 
respectivement  perpendiculaires  aux  plans  jz.,  zx^  xy, 
on  aura 

(y)      S  =z  sin.rj  cos  zz'  =  sin  jz  cos  xx'  =z  sin  zx  cos/j'. 

12.  Par  le  point  R,  menons  un  plan  perpendiculaire  à 
OR  ;  soient  K  ,  L ,  M  les  points  d'intersection  de  ce  plan, 
avec  les  axes  x ,  y^  z  :  on  a 

KLM  cosxr  =  OLM  cosx'.r,  etc.  ; 
doù 

cosj:'.r         ^          cos  y' r        ^          cosz'z 
(10)  OUI . =  OMK,  — ^-^  =r  OKL . =  KLM, 

^     ^  cos  xr  cos  !/•  cos  zr 


sm  -  [xr  H-  )  z  -+-  zx]  sm  -  (xy  -+-  yz 

-z,r] 

Sin  -  [r^  -+-  zx  —  xy)  sin  -  [zx  -+-  x} 

2                                                         2 

— j-^; 

cotX       cotY        cotZ        I 

\ 


(  »•  ) 

cl  de  là,  au  moveii  (II*  réqualion  (y), 

OLM  O:\3K  OKL  KLM 


i; 


sin  yz  cos  xr        sin  zj:  cos  >  v       sin  xy  cos  zr 


Celte  équation  ,  combinée  avec  les  équations  (6)  et  (7)  , 
donne 

!KL:M^  =  OLI\P  4-  OMK  +  ORL^ 
—  2 .  OLÎM .  OMK  .  cos  Z  —  2  OMK .  OKL .  cos  X 
—  2.  OKL.  OLM.  cos  Y; 


d'où 

(i3) 


X  cos  x'  X  =  /•  cos  x  r,   etc  .  ; 
X  cos  x  X        y  cos  r'  Y        z  cos  z'  z. 


cosx  r  cosj  /•  cosz  r 

Les  accents  désignent,  comme  ci-dessus ,  des  perpendicu- 
laires aux  plans  coordonnés. 

13.  Équation  d'une  droite 

f  _  7  _  z 

j\  g,  h  donnent  la  direction  de  la  droite,  et  nous  dési- 
gnons une  telle  droite  donnée  de  direction  par  {fgh). 

14.  Angles  d'une  droite  avec  les  axes. 
Si  Ion  a 

X       y        z 

on  aura,  d'après  l'équation  (4), 

p-  =/'  +  g--h  /''  -r-  ^fg  cos  xy  -h  igh  cos  yz  +  2  ///'cosr.r; 

et,  d'après  les  équations  (3), 

/-h  g  cos  xy  -+-  h  cos  zx        ©  +  /'  cosjz  H-ycos.r» 

cos.r^'  cosj/- 

h  -T- /"cos  zjc  -f-  g-  cos  jz 

cos  zr  ' 


(  i-'-  ) 

lô.  Equalion  iVun  phin.  Soit  un  plan  peipcndicu- 
laire  en  R  sur  OR  et  0R  =  /';  soilR'  un  point  quelconqur 
du  plan  ayant  les  coordonnées  a',  y',  z' :  projetant  ortho- 
i^onalcment  sur  OR  la  ligne  brisée  OP'Q'IV  formée  par 
les  coordonnées  de  R',  on  a 

x'  cos  xr  +  y'  cos jv  -f-  z'  cos  z/'  =  r 
pour  équation  du  plan. 

Ainsi,  si  l'on  a  pour  écjualfrni  dun  plan 

Ax  -r-  Bj  +  C:^  1), 
alors 

A  B  C  D 


cos  xr       cos  )  r       ros  zr 


où  /■  est  la  distance  de  l'origine  au  plan,  x/1  angle  de  l'axe 
des  j:  avec  cette  distance,  etc.  rsous  désignons  pai'  (  AHC') 
un  tel  plan  donné  de  direction. 

Si  {fgJ^)  est  la  direction  de  cette  normale  /•,  on  a  ,  d'a- 
près les  équations  (  5  ) , 

A  siri-  >\;;  —  yB  —  3C  _  B  sin^  zx  —  a  G  —  7  A 
c  sin-  xr  —  ^  A  —  "t-"  B  _^  ô •  D 

~^  Â  ~  77"  ■ 

cl,  d  après  l'cquaiion  (6), 

;—  =    A'  SJU'j  3  -\'  ]i    SHJ-  ZX  -+-  C    SUr.l) 

—  2  AB  7  —  ?,  BC  y.  —  2  CA  [i  =  a  , 

D  (7 


16.    Condiliuii  pour  qu'une  direction  (fg^i)  '•où  con- 
tenue dans  un  plan  (ABC). 

-;  =^  -  =  y  .      ('(jnalioii  (le  la  dioite, 
/        8       " 

Ax  -|-  B)    I    Cr  =:  o,      rfjiialioii  du   pLiii; 


(  i;M 

on  a,  pour  équation  dr  cojidiliuii , 

AZ+Bg-  -h  Ch  =  o. 

47.  Cofiditiofi  pour  que  deux  direclions  {fgh),  [f'g'  h') 
soient  dans  un  plan  (ABC). 

-  =  -  =;y5      équation  de  la  première  direction  ; 

—  =  — -  rr:  -^,      équation  de  la  deuxième  direction  ; 
f        g        h 

A  X.  +  B  V  H-  C  3  rrt  o ,     é(juati()n  du  plan  ; 
on  a 

^h'  ~g'h  ^  hf  -h'f^fg'  -f'g 
A  B  C 

18.    Condition  pour  quune  direction  [fgh]  soif  dans 
deux  plans  (ABC),  (A'B'C). 
A  .r  -f-  B  j>-  -I-  C  z  =  o 


},   équations  des  deux  plans; 
A'.i-l-  B'j  +C's  — o    »'      '  ' 

-  =  -  =  y-,      direction  ; 

BC  — B^_CA'  —  C'A  _  AB'  —  A'B 

49.  Condition  pour  quune  direction  [fgh)  so't  nor- 
male à  un  plan  (ABC).  La  direction  {fgh)  est  perpen- 
diculaire au  plan  (ABC),  lorsque  (§  4S) 

A  sin-  yz  —  7  B  —  [5  C       B  sin-  zx  —  a  C  —  7  A 

7  '-=  ~g      -    ~ 

c  sin-  xy  —  [i  A  —  aB ^n 

=  h  =7^ 

ou  bien  encore,  ayant  égard  aux  §^  44  et  45, 

f  -\-  g  ces  xy  -+-  h  cos  zx       g  +  li  cos  )s  +  fcosxy 
_  _  _  ^ 

h  -f-  /"cos  :x  -f-  g  cosjz  S 


(  •/.  ) 

d  ou  1  un  lire 

A/ -H  H-   4-(;//.^p  V. 

les  valmirs  de  c,  7,  :;  sont  tlomiées  ci-dessus  (p.  y,  i  i,  i  *i). 

20.  Coiidillon  pour  qu  une  divcctiou  [fi^^i)  '^oil  noi- 
})in/e  à  la  (lirecliou  [J'g'It'). 

Il  faut  quêta  direction  {)' i^'li')  soit  dans  le  })ian  uoi- 
nial  à  la  direction  {fgh)\^  donc,  ayant  égard  aux  ^§  16 
et  19, 

-h  [g' Il  -\-  gl>' )  cos  yz  -f-  ( li'f-\-  hf  )  ons  z.r  z=  n. 

21 .  Condition  pour  qu'un  plan  (ABC  )  soit  perpendi- 
culaii'e  au  plan  (A'B'C).  Le  plan  (Â'B'C)  est  perpen- 
diculaire au  plan  (ABC)  lorsqu'il  contient  la  normale  h 
ABC  5  donc,  ayant  égard  aux  §§  16  et  19, 

AA'sin-73  +  BB'sin^zj:-f-CC'sin-.rj  — 7  (AT,  -l-  AB') 
—  a  (B'C  -{-  BC)  —  fi  (C'A  -t-  CA')  =  o. 

22.  Angle  de  deux  droites. 

Soient  la  droite  {fgh)  et  la  droite  {f  g'1i')\  il  s'agit  de 
trouver  l'angle  ROPi':  on  a 

r'  cos  rr'  =  x'  cos  xr  -\-  >  '  eus  yr  -t-  ::'  cos  z/\ 


(i4^     .  ,  .  . 

^  '   r  co%  r  r  =1  X  C09,  X7-  -hrcosv/'  +ccosz/ 

.r',  j',  z'  sont  relatifs  au  point  R';  d'où,  ayant  égard  à 
l'équation  (i3), 


:i5)| 


I  ,       cos  x/' ces  x'/-'       cos  >/cos  > '/•'      cosr/cnsc'/- 

cos  /■/■    =  ; 1 '■ -, 1- 


cosx.c  cos  rr  cos;:; 

cosxr'  coix'  r      cos  j/' cos  r'/'      cosir'cos: 


cos  XX  cos  jy  cos  zz 

ici  oc',j'.  z'  sont  des  axes  normaux  aux  plans  j^:,  zx,  xy 
(§  11)  :  éliminant,  de  l'une  des  équations  (i4)'  ^cs  cosi- 
nus au  moyen  des  équations  (3),  on  a 

rr'  C05  rr'  =  xx'  -f-  yy'  -+-  sz'  +  {xy'  +  x' y)  cosxy 


^  '      ''  i  -^  iX^'  -^  y  "\  cos  J-3  +      zx    +  z  x)  cos  ZXy 


(  «^'  ) 

ou  bien,  éliminant  des  équations  (14)5  les  .7-,  y,  z,  r  à 
l'aide  des  équations  (5), 

<î-cos /•/•'=:  +  sin- j3  cosjr/cos  xr'  -+-  sin'  z.v  cos  1  /ces  j/-' 
+  sin-  xj  ces  zr  ces  z/' 
'ïn){  —  7  [Cosxrcosjr'  H-  cos  x?-'  cosjr) 

—  a  (ces  >'rcos  zr'  -\-  cosjr'coszr] 

—  P  (cos  z/cns,r/-' 4- rosz/-' ros.rr};    (*) 


X 

_  J, 

z 

;• 

f 

n 

/i 

(5 

X 

7" 

1 

_  / 

doue,  d'après  l'équation  (16), 

^^'  cos  rr'  =//'  +  g'g-'  +  /-//  +  [fs'  +  gj'  )  ces  :rj- 
+  (§-//+  //§•')  cosj)z  -h  (/{/'  +//!')  cos  zx. 

Si  cos  /'/•'  =  o,  on  revient  au  résultat  du  §  20, 
23.  Jngle  de  deux  plans  (  ABC  )  et  (  A'B'  C) . 
Soient  /•  et  r'  les  perpendiculaires  respectives  à  ces 

plans  5  on  a 

A     _      B      _      C  T 

cos  xr        cos  yr       cos  zr        rj 

A'  B'  C'  7' 


cos.r/-        cos  >'/■         cos  z/"  0 

de  là  et  de  Téquation  {17),  on  lire 

an'  cos  rr'  =  AA'  sin^  jz  +  BB'  sin-  zx  -i-  CC  sin'.rj 

~  y  (  AB'  H-  A'B)  —  a  (BC  H-  B'C)  —  fi  (CA'-I-  C'A  ). 

24.   Angle  d'une  droite  [f  g'h')  auec  le  plan  (ABC). 

C)  Les  formules  (  i5),  (16),  (17)  et  la  méthode  pour  les  troiivoi-,  sont 
de  M.  Sturm.  (Gf.rc.onnf,  Ann. ,  t.  X\',  [>.  33o.  ) 


(  «^  ) 

Soil  {Jgh)  la  Jireclioii  normale,  à  ABC  (§  io)  . 

A     _      B      _        C     _  n 
cos  r/-       cos  yr       cos  zr       <! 

x'        r'       z'        r' 

par  conséquent,  cFaprès  l'équation  (i4)^ 

^cosr;'  r=  A  /"'  +  B^'H-  Cil'. 

l2o-   Distance  d'un  point  cl  un  plan. 
r,  distance;  Ax  4- B  j  H- Cz  =  D,  équation  du  plan; 
.r,  ,  },  ,:::,,  coordonnées  du  point  \ 

/•  =  (•  D  —  A.r,  _  B/,  —  Cs,  )  "  . 

2().   Si  l'on  a 

^x  — /)-  =  H  , 

h'  —  g'z  =  F  , 

fz  hx  =  Cr  , 

où  F,  G,  H  sont  des  constantes  qui  déterminent  la  po- 
sition, tandis  que  /,  ^^,  h  donnent  la  direction  d'une 
droite;  si  Ton  a 

cette  droite  est  évidemment  dans  le  plan 
F.r-h  Gr-H  Hs=  o. 

27.    Condition  pour  qu'une  droite  soit  co/itcnuc  dans 
un  plan. 

Soit  la  droite  do7inée  par  les  équations  du  §  20  et 

Aj:  H-  B  r  +  Cz  =  J),     l'équation  du  plan, 
le  plan 


où  i^  est  uti  paramètre  arbitraire,  contient  la  droite;  iden- 
tifiant, on  a 

'■  _       '/+  ^'  ^  '  __  '■  H  —  F 

d'où 

AH  — CF       BF— AG       CG  —  BH 


D  = 


<r  A  jT  ' 

FZ+Gg'  +  H/i^o,     AZ+Bg^  +  CA^^o. 

28.  Condition  pour  quun  point  et  une  droite  soient 
dans  un  plan. 

Equations  de  la  droite  et  du  plan  comme  au  §  27,  Xj, 
ji,  Zi  coordonnées  du  point-,  on  a 

ATi  —  gzi  —  F  _  yzi  —  hx,  —  G  _  g^r,  —  />-,  —  H 
A  "'"  B  ~  C 

_  —  (Fj:, +  Gr,  H-Hz,) 
""  D 

29.  Condition  pour qu  un  plan  contienne  deux  droites 
parallèles . 

On  aura 

V  [gx  -fy  _  H')  =  Aj  ~  g'z  -  F'  ; 

les  accents  se  rapportent  à  la  seconde  droite  parallèle  à  la 
première ,  d'où 

r(H'— H)=F'  — F, 
F'  —  F_G'— G_H'  —  H__  HF  —  HT 
Â~  ~       B       "~       C       ~         ~^        ' 

et,  au  moyen  des  relations  ci-dessus, 

HF  —  H  F  _  FG'  —  FTt  _  GH'  —  G'  H 

~s       ~       /'       ~       7 

30.  Condition  pour  quun  plan  contienne  une  droite 
et  soit  parallèle  à  une  autre  droite. 

La  droite  {ejg)  est  contenue  dans  (ARC),  donc 

A/+Bg'  +  CA  =  o; 
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(  ^8) 
la  droite  {/'g' h')  est  dans  le  plan  (A'B'C),  donc 

mais  ces  deux  plans  doivent  être  parallèles,  d'où 

A'  _  A        B'  _  B        A  _  gh'  —  g'  h         B  __/{/'  —  h'  f 
C'      C-C'      t-fg'-f'g'      C~fg'-f'g' 

A 


C 


D 

^C       ^       F/'  +  G^'  +  HA' 

C  ~ 

g      ~      Js'-J's 

F/+H/^  =  -G^-, 

D'       F'/H-G'g'+H'A 

car 


c'~      f'g-s'f 

31.  Condition  pour  que  deux  droites  soient  dans  un 
même  plan . 

Il  faut  que  les  plans  (ABC),  (A'B'C)  se  confondent^ 
donc 

D_D' 

C  "c"'' 

ou  bien 

F/'  H-  F'/+  Gg'  -h  G' g -h  Eh'  +  H'/i  =  o. 

32.  Dislance  d'une  droite  à  un  plan  parallèle  à  cette 
droite. 

Soient  {fgh)  la  droite,  (ABC)  le  plan,  et  (A'B'C)  le 
plan  passant  par  [fgh)  et  parallèle  à  (ABC)  :  la  distance 
de  (ABC)  à  (A'B'C)  est  la  distance  clierchéej  or  cette 
distance  est 

S  AH  —  TF 

(D  — D')-,      et     T>' =  ^!^ ri      (§§27  et  29), 

<^  ë 

donc  la  distance  cherchée    (§  2o), 

_  (^D  — AH-4-CF)-î 


(  '9) 

33.  Plus  courte  distance  de  deux  droites  non  dans  un 
même  plan. 

Soient  (/^//),  (/'^7i')  les  deux  droites,  (ABC),  (A'B'C) 
deux  plans  parallèles,  le  premier  passant  par  {efg).,  et 
le  second  par  {e'f'g')-^  la  distance  de  ces  deux  plans  est 
la  distance  cherchée  :  donc 

^^        G  fg'  —  gf' 

c'  fs'-gf      ' 

donc 


.V  =  (  F/'  H-  F'/ -f-  G^'  4-  G'^  +  H//  4-  H' //)  ' 


34.   Distance  d'un  point  à  une  droite. 
Soient  a:, ,  ji,  z^  les  coordonnées  du  point,  [fgh)  la 
droite,  (A'B'C)  un  plan  passant  parle  point  et  la  droite^ 
on  a  donc 

Ar,  —  gz,  —  F  __/z,  —  hx,  —  G  _  gx,.~fy,  ~  H 
A'  ~  B'  ~  C  ■ 

Soit  [f  g' h')  une  perpendiculaire  au  plan  (A'B'C')j 
on  a  (§  19) 

A^  sin'  rz  —  Y  B^  —  ,6  C^  _  B'sin'zj:  _  aC  —  y  A' 

/'  ~  ï'  ~ 

_C'sin'jr7—  pA'—  aB' 

Soit  (ABC)  un  plan  passant  par  {fgh)  parallèlement 

à  U'g'h'),  on  a 

gh'-g'h  ^  hf'-h'f  ^fg'-f'g  ^  F/-  +  Gg-+H// 
A  B  C  D  ' 

.v  =  (D— A.r,  —  Bj->  — Cj,)-      (§25); 

on  met  pour  A,  B,  C,  D  leurs  valeurs  proportionnelles. 
3^).   Distance  des  deux  paraUèdos  [fgli),  [f  g'h'). 


(  2'>) 

Soit  (A"B"C'')  le  plan  passant  par  les  deux  droites. 

on  a 

F'_F       G'  — G       H'—  H     ,^  „„, 

Soit  {/" g" II")  une  perpendiculaire  au  plan  (A"B"C"), 
on  a 

A"  sin=  yz  —  7  B"  —  f  C"  _  Bsin-zj-  —  xC  —  y  A" 

C"  sin^xy  —  ^  A"  —  aB" 
~  F"" 

Pour  (ABC)  passant  par  (fgh),  et  pour  (A'B'C)  passant 
par  [f'g'h')^  tous  deux  parallèlement  à  la  normale 
(/V/^"),ona 

gh"-g"h  ^  hf"-h"f^fg"-f"g  ^Yf"  +  Ç,g"  +  YiU" 
ABC  D 

_rf'  +  G'g"  -\-wh" 
-  57  ; 

donc 

^  ^  [(F  -  r)f"  +  (G  -  G')  ^"  H-  (H  -  H')  h"]  -• 

or 

36.   Une droite[f'' g" h")passantparu7ipomt[xiy'iZi) 
perpendiculairement  à  la  droite  [fgh). 

Soient  (A  B'C)  le  plan  passant  par  le  point,  et  la  droite 
{fgh)  ;  on  a 

hyy  —  gZy  —  ¥  _fz^  —  hx,  —  G  _  gx,  —  fy,  —  H 
A'  ~  B'  ~  C  '" 

le  plan  (ABC),  perpendiculaire  à  {/gh),  donne 

f  -\-  g  CCS  xj  -\-  h  ces  zx g  -\-  h  ros  yz  +/"cos  xy 

A  ~  B 

_   h -{-f  cos,  zx -{- g  cosyz 
-  C  ' 

d'où 

BC  —  B'  C  __  CA'  —  G  A  _  AB'  —  A'  B 
j,         -  Y'  "   ~~/? 


[    21     j 

37.    Une  droite  {J"g"h")  coupant  normalement  la 
droites  parallèles  {fgh  ) ,  [f  g'  h') . 

Le  plan  (A'B'C)  des  deux  droites  parallèles  donne 

F^  — F  _  G^  — G  _  H'  —  H  _  HF^  —  H^F 

A'     ~"      B^^  "■  ~ly      ~       'g^'       ' 

le  plan  (ABC),  perpendiculaire  à  {fgh),  donne 

/-+-  g  cos  xr  H~  //  cos  zx       g  ■+  h  cos  yz  +  /cos  xy 
_  _  ._  ^ 

h  -\-  /cas  zx  -\-  g  cos  yz 

=  C  ' 

d'où 

BC  — B'C       CA'— C'A       AB'  — A'B 


/"  g"         -  A"         ' 

la  droite  {f"g"h")  est  dans  (A'  13' C)  si  l'on  a 

~  S 

ou  si 

H"  (F'  —  F)  —  F"  (H'  —  H)  =  ^  (HF'—  H'F). 

S 

38.  Droite  if" g" h")  îiormale  aux  deux  droites  [fgh] y 

U's'h'Y 

Le  plan  (ABC)  contenant  Jes  deux  directions  [fgh)  et 
(/Y^'),ona 

gh'-g'h^  hf-h'f^fg-f'g^ 
A  B  C         ' 

[f" g"h")')  normale  à  (ABC),  donne 

A  sin^jz  —  7B  —  pC Bsin'zj? —  aC  —  7  A 

Csin'jrj — pA  —  aB 
~  Ti" 

Les  droites  {fgh)  et  {f"  g"h")  doivent  être  dans  un  même 


(  ^2  ) 

plan  ^  de  même  [J'g'h')  et  {f"g" li")  donnent 

FV+  F/"  +  G'V  -+-  ^S"  -H  H/i"  +  h  H"  =  o, 
F"/  +  F/"  +  G"  ^'  +  G'^"  +  H"  It'  H-  H'  h"  =  o  ; 

et  l'on  a  aussi 

F"/"-{-G"g"-hn"/t"=o; 

ainsi  F",  G",  H"  sont  connus,  ainsi  que/",  g",  h". 

Observation.  Aucun  Traité,  à  ce  que  je  sache,  ne 
donne  ces  formules  élémentaires  d'une  application  si  fré- 
quente. M.  le  D"^  J.-G.-H.  Swellenbach,  de  Bonn,  vient 
de  publier  un  ouvrage  in-4°  de  221  pages,  sur  neuf  sjs- 
tèmes  de  coordonnées  dont  il  étudie  et  compare  les  pro- 
priétés. Nous  y  reviendrons. 


COBICODRS  DAGRÉGATIO\  POIR  LES  LYCEES,  M  1853 

(  Toir  t.  IX,  p.  3i2). 


MATHÉMATIQUES. 

1°.  Résolution  des  triangles  (*),  moyens  de  vérifica- 
tion. 

2".   Etant  donné  dans  un  triangle  OBC 

0  =  53429^,68, 
A  =  48''5o'i4"(**), 
B  =  65''47'i5",3, 

résoudre  le  triangle  et  le  vérifier. 

Observation .  Telle  est  la  question  proposée  l'an  de- 

(*)  Rectilignes ,  pourquoi  ne  pas  le  dire? 

(**)  Latitude  de  Paris;  encore  une  question  d'origine  astronomique  : 

Qui  me  délivrera  des  Grecs  et  des  Romains  ! 
s'écrie  Berchoux.  J'ajoute,  pour  ma  pari  :  el  des  origine»  asii  ononiinucs. 


(  ^3  ) 
grâce  i853,  chez  la  grande  nation,  dans  la  capitale  du 
monde  ciuilisé^  par  l'université  de  France,  à  des  profes- 
seurs aspirant  au  grade  à' agrégé  i^Fellow)  !  Monsei- 
gneur l'archevêque  de  Besançon,  humaniste  distingué, 
n'a-t-il  pas  raison  d'annoncer  que  les  études  baissent  et 
baisseront  de  plus  en  plus  sous  l'empire  des  nouveaux  pro- 
grammes? Quel  homme  intelligent,  comparant  le  passé 
avec  le  présent  et  ayant  de  la  conscience,  gros  comme 
un  grain  de  moutarde,  peut  nier  cette  proposition  d'une 
évidence  flagrante?  Lorsque,  il  y  a  quelques  années,  ou 
baissa  la  taille  requise  pour  être  soldat,  n'a-t-on  pas  conclu 
que  la  taille  moyenne  était  en  décroissance? 

PHYSIQUE. 

1°.   Lunette  de  Galilée.   Marche  des  rayons.   Champ 
Grossissement. 

2^.  5o  kilogrammes  de  glace  à  —  12  degrés  étant  don- 
nés, combien  faut-il  de  kilogrammes  de  vapeur  formée  à 
120  degrés  pour  que  le  tout  se  convertisse  en  eau  à  35  de- 
grés ? 

HISTOIRE     NATURELLE. 

i*^.  De  la  respiration  dans  les  Mammifères-, 

2°.  De  la  respiration  dans  les  parties  vertes  des  plantes. 


SOllTIOX  DE  L\  QUESTION  141 

(voir  t.  VI,  p.  134)  ; 

Par  m.   P    TARDY. 


Soient  Ar,  A^+i,...,  A^+î  trois  termes  consécutifs  d'une 
série  récurrente.  Si  l'on  forme  la  série  qui  a  pour  terme 
général  A^  A^+s  —  A'+i,  elle  est  aussi  récurrente. 

Fourier  a  énoncé  ce  théorème  dans  son  Analyse  des 


(  24  ) 

équations  déterminées ,  page  72,  Son  objet  était  de  '■       - 
ver  successivement  toutes  les  racines  d'une  équation  p^ 
l'emploi  des  séries   récurrentes,   en  donnant  ainsi    une 
grande  extension  à  la  méthode  découverte  par  D.    Ber- 
noulli  pour  obtenir  la  plus  grande  lacine  réelle. 

Il  parait  que  quelque  erreur  s'est  glissée  dans  ce  qu'a- 
vance à  ce  propos  le  célèbre  géomètre;  mais  nous  nous 
bornerons,  pour  le  moment,  à  démontrer  la  proposition 
spéciale  rappelée  dans  ces  annales. 

Il  est  aisé  de  voir  que  toute  série  dont  le  terme  général 
est  de  la  forme 

D,  P.  D„ 

Di,  Dg,. ..,  D„  désignant  des  constantes  arbitraires,  est  une 
série  récurrente  où  l'on  a  fait  la  variable  pour  laquelle  la 
série  est  ordonnée  =  1 .  Pour  avoir  la  fraction  génératrice 

-77 — r»  il  suffit  de  poser 

f[x) 

f[x)  ={x  —  fl,)(.T  — «2)  .  .  .  {x  —  a„), 
F{x)  =  b,-\-b,x  +  b^x'-h  ...  4-  b„_,x"-\ 

et  de  déterminer  les  n  quantités  Z»o,  b^,  b^,...,  ^„_,  par 
les  n  équations 

b^-h  b,a,  H-  bio]  -+-...+  b^-ya"-'  =  —  D,  (a,  —  aj)  (a,— a,). ..(a, —«•„), 
ba+  b.a.,  -h  èjflj  +...+  bn_,a"-^  =  —  D,  («j  —  a,)  (a2— a3)--.(«2— un), 

b,-\-  b,an  4-  b^al  +...-+-  è„_,  «;;-'  =  —  D„(a„  — «,}  [a„—a:!)...(a„—(i„_t) 
En  elfet ,  nous  savons  que  le  terme  général  de  la  série  ré- 

currente  qui  provient  de  la  traction   ,  ,   '  est 

f{x) 

p—n 


(  -5  ) 
Mainteaant,  supposons  que  A,,  soit  le  terme  géuéral 
d'une  série  récurrente,  et  que  Aj,  îj,...,  ^„  soient  les  ra- 
cines de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  dé- 
nominateur de  sa  fraction  génératrice  5  on  aura 

En  changeant  r  en  ;-|-  k  et  en  r-t-  A',  et  en  multipliant, 
il  viendra 


----=2S^ 


Et  si  l'on  prend  h  +  h'=.  k-h  k',  ou  aura,  en  retranchant, 
un  résultat  de  la  forme 

-t-  Bn_i,  n 


I 


et  l'on  voit  que  L  est  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente qui  nait  de  la  fraction 

■ ?i^) ^ 

{x  —  l,lo)  [x  —  ■X.T.j)  .  .  .  (t  —  >„_,).«) 

cp  [x)  étant  un  polynôme  d'un  degré  =  — '■ — ; i  • 

Prenant  /r  =  o,  k' =  2,  h  =  h'=  i ,  ou  aura  le  théorème 
particulier  dont  il  était  question. 


u6 


SOLliTIOX  DE  LA  QIESTION  262 

(  voir  t.  XI,  p.  401  )  ; 

Par  m.   p.  TARDY. 


L'équation 


"  ^  'i{n  —  i)  „ 


n  [n  —  i)  («  —  2) 

1.2.3 


P  _1_  -+-  K 

^ip,  n  ~T~   •  •  •  — !—  ^np,  n  : 


où  n  est  un  nombre  entier  positif,  /)  une  quantité  quel- 
conque, et 

_/>(/^— i)...  (/?  —  «  + 1) 
'^  1 .2.  .  .  n 

donnée  par  M.  Catalan,  n  est  qu'un  cas  très-particuliei' 
de  la  formule  générale  du  calcul  des  différences  finies 


n{n  —  \\ 


f[x-\-n  —  2)  — ...4-  (—  iYf{x). 


Il  suffit  de  poser 

ft^x^i^Y  P'^'JP'^  —  i)(/^-^  — a)...(;?.r  — «+  1) . 
.  '  1 . 2 . 3 ...  «  ■ 

eji  effet ,  il  viendra 

^,    ,        ,         .    ri{n  —  )  ) .  .  .  2  .  I  .  />"        , 

A"/(^)= (- 1)" -^ — ^  ;_^ — -  =  {-py, 

et 

y  .  ^ ^)  __  ^_  j )«  (■^H-/-);?[(.r-}-/-)y^  — i]..-[(-r  +  /-)/^  — /2  +  i]  , 

T  .  2  .  3  .  .  .   «  ' 


{  ^7  ) 
en   substituant  dans   l'équation   (i),   et  eu  intervertis- 
sant l'ordre  des  termes  dans  le  second  membre,   nous 

aurons 

_ px{px—  i)...  {px  —  n-\-i) 

^        '^'    ~  1.2.3.../? 

n  [x -^  \)  p\[x  -\- \)  p  —  \\.  .  .^x -\- \)  p  —  n -\- \\ 

1  \ .1.  .  .  n 

n{n  —  i)    (x-h2)p[(x-\-2.)p—i]...[{x  +  '2)p—n-hi] 


4-(-' 


1.2  1,2.3... « 

(x  H-  n)  p  [{x  -+-  n)p  —  i].  .  .[[x  -\-  ii)  p  —  «  +  i] 


1.2,3...  n 


laquelle,   pour  a:  =  o  ,  devient  la  fprmule  de  M.  Ca- 
talan. 
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Programme  des  leçons  de  géométrie  ratiokkelle  et 
APPLIQUÉE ,  professées  en  la  Mairie  de  Gien  ,  par 
M.  C.  Bertrand ,  directeur  de  l'Institution  de  cette 
ville.  Première  partie  :  Géométrie  plane  rationnelle , 
suivie  de  la  Géométrie  de  V échelle  et  de  la  théorie 
de  la  règle  à  calculs.  Gien;  i853;  in-8  de  68  pages, 
I  planche  liihograpliice. —  Prix  :  3  francs. 

L'avis  qui  précède  ce  programme  renferme  tant  d'idées 
excellentes ,  que  je  crois  devoir  le  reproduire  in  extenso: 

«  Les  sciences  humaines,  nées  d'hier,  sont  encore  au 
berceau,-  et  cependant  Tétude  des  parties  déjà  découvertes 
suffit  pour  absorber  la  vie  entière  d'un  homme  laborieux 
et  intelligent.  On  peut  dire  du  monde  de  l'esprit ,  ce  que 
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Pascal  disait  du  inonde  des  corps  :  c  est  une  sphère  infinie 
dont  le  centre  est  partout,  et  dont  la  limite  n'est  nulle  part. 

))  Les  éludes  géométriques  se  présentent  sous  un  double 
point  de  vue  :  spéculatif  et  pratique.  Lorsque  l'étude  de 
la  géométrie  n  a  pour  objet  que  les  applications  de  cette 
science  à  la  vie  ordinaire,  elle  se  réduit  à  peu  près  à  un 
petit  nombre  de  théorèmes ,  dont  le  système  rappelle 
1  humble  nom  de  son  berceau  :  la  mesure  des  choses  ter- 
restres. Mais  quand  on  la  considère  sous  le  point  de  vue  de 
la  spéculation ,  elle  se  présente  comme  un  immense  réseau 
de  vérités  remarquables  dont  les  anneaux  s'étendent  de- 
puis les  axiomes  (dont  l'évidence  est  une  lumière  qui 
efface  tout  autre  moyen  de  certitude  par  l'ébloui ssement 
despotique  de  son  éclat) ,  jusqu  aux  limites  inconnues  de 
l'esprit  humain. 

))  Ainsi  considérée,  elle  peut  être  regardée  non-seule- 
ment comme  un  beau  cours  de  logique  formant  un  salu- 
taire aliment  de  1  intelligence  de  1  homme,  mais  encore 
comme  un  préservatif  certain  contre  les  ennuis  insépara- 
bles de  toute  condition  humaine. 

»  Quand  on  observe  la  multitude  innombrable  des 
problèmes  que  cette  science  peut  remuer,  on  est  eflrayé 
de  la  misère  de  l'esprit  humain,  etde  l'épaisseur  des  ténè- 
bres qui  entourent  l'enfance  de  son  savoir  et  lorgueilleuse 
vieillesse  de  son  ignorance. 

»  Il  en  est  des  découvertes  dans  les  sciences  comme 
dans  la  géographie;  la  chance  d'en  faire  de  nouvelles  est 
en  raison  inverse  du  nombre  des  navigateurs  qui  en  ont 
déjà  exploré  1  étendue  .  avec  cette  différence  que  la  géo- 
graphie s'arrête  à  notre  chétive  planète,  tandis  que  la 
géométrie  s  étend  au  delà  des  limites  du  globe  ! 

»  Une  erreur  commune  à  quelques  jeunes  professeurs 
leur  fait  croire  cpie  ce  sont  eux  qui  font  les  élèves  d'élite: 
hélas!  non:  bien  au  contraire,  ces  élèves  d'élite  arrivent 
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bien  souvent  à  l'élal  de  géomèlres  inventeurs,  malgré  les 
soins  de  leurs  maîtres.  Celte  erreur  tient,  en  général,  à 
ce  que  tel  jeune  homme  présomptueux ,  qui  répète  pen- 
dant quelques  années  les  leçons  de  ses  professeurs  qui  ne 
lui  laissent  presque  rien  à  trouver  seul,  arrive  trop  promp- 
tement  à  se  croire  né  géomètre!  Passe  pour  répétiteur. 

))  Quand  on  étudie  un  cours  de  géométrie  ;  si  l'on  veut 
]e  rendre  fertile  pour  soi-même,  on  doit,  après  avoir 
compris  et  appris  la  démonstration  de  l'auteur,  s'exercer 
à  en  trouver  une  autre  à  soi ,  sous  peine  de  rester  à  l'état 
stérile  de  perroquet  géométrique. 

»  L' amour-propre  mathématique  est  une  espèce  de 
vanité  qui  a  deux  travers  d'esprit  principaux  :  la  manie 
de  chicaner  ou  de  poinliller  sur  des  arguties  prétentieuses 
et  stériles ,  et  la  manie  de  l'improvisation  apparente  de 
la  résolution  de  certaines  difficultés.  Manie  assez  funeste 
chez  ceux  qui  sont  chargés  d'apprendre  à  apprendre  '. 

))  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  ne  trouvait  pas  ces 
faiblesses  chez  les  Laplace ,  les  Lagrauge,  les  Poisson,  les 
Ampère,  etc.,  de  savante  mémoire*,  mais  qu'on  les  trouve 
chez  ceux  qui  n'ont  pas  élevé  les  plus  beaux  monuments 
scientifiques  de  ce  siècle  :  la  mécanique  céleste,  le  calcul 
des  variations,  la  théorie  de  la  chaleur  et  de  l'électricité 
dynamique,  etc. 

»  Pour  détruire  celte  manie,  il  suffit  de  changer  quel- 
ques conditions  du  problème  que  ces  pi'étendus  impro- 
visateurs viennent  de  résoudre  si  vile  ,  el  de  leur  de- 
mander la  nouvelle  solution,  spontanément  et  presto. 
L'homme  fait  est  souvent  un  vieil  enfant. 

»  On  voit  bien  passer  de  temps  en  temps  des  calcula- 
teurs rapides,  ou  plutôt  des  machines  à  calculs,  braves 
gens  plus  ou  moins  pâtres;  mais  on  attend  encore  le  pas- 
sage d'une  machine  géométrique,  se  mouvant  avec  une 
vitesse  de  plusieurs  problèmes  à  riieure. 
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))  Je  me  borne  à  dire  au  lecteur  que  le  grand  jNewlon , 
qui  cachait  aussi  dans  la  synthèse  les  tâtonnements  de 
son  analyse,  se  trahit  un  jour  en  disant  :  J'ai  trouvé  les 
lois  du  système  du  monde,  en  y  pensant  toujours.  Dans  les 
sciences  comme  dans  les  arts,  le  premier  des  inventeurs 
est  le  tâtonnement  marié  à  l'expérience  :  union  sublime  , 
qui  couve  le  génie  dans  une  mystérieuse  incubation. 

))  La  Géométrie  a  du  reste,  comme  toutes  les  sciences, 
ses  fanatiques  et  ses  détracteurs.  J'ai  toujours  rencontré 
ses  fanatiques  parmi  ces  àmcs  ardentes  qui  cherchent  avec 
enthousiasme  la  vérité.  Quant  à  ses  détracteurs,  je  les  ai 
j)resque  toujours  l'encontrés  parmi  ces  hommes  qui  cher- 
chent à  déprécier  ce  qu  ils  ne  comprennent  nullement,  ou 
qui  redoutent  le  compas  dans  la  mesure  de  leur  savoir  (*) . 

»  Je  terminerai  en  redemandant  encore  une  fois  la  tra- 
duction, dans  notre  langue,  des  travaux  des  géomètres 
étrangers*,  et  la  rédaction,  par  une  Commission  compé- 
tente, d'ouvrages  nationaux  pour  l'enseignement  des 
mathématiques  dans  nos  lycées  et  institutions  (avec  révi- 
sion tous  les  dix  ans,  par  exemple),  en  l'escortant  d'un 
catalogue  renfermant  les  énoncés  de  toutes  les  proposi- 
tions mathématiques  actuellement  connues  (peut-être 
4  ou  5  mille  au  plus) ,  avec  l'indication  des  sources  où 
on  les  trouve  démontrées  ex-professo.  Mais  j'ajouterai 
que  je  n  attends  plus  l'exécution  d'un  ouvrage  qui  serait 
si  utile  aux  jeunes  intelligences,  tout  en  rendant  à  cha- 
cun selon  ses  œuvres.  La  lumière  n'est  pas  favorable  à 
tout  le  monde:  et  certaines  plantes  ne  prospèrent  qu'à 
l'ombre. 

))  Je  finis  en  remarquant  que  la  Géométrie  a  aussi  sa 
métaphysique.  Par  exemple,  eu  changeant  de  définitions, 
pourrait-on  établir  plusieurs  séries  ditférentcs  de  vérités 


(  *)  C'est  cola.  y\.  Berlraiid  niel  lo  iloifijt  >nv  la  plaio. 
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géométriques?  Existe-t-il  plusieurs  sortes  d'incoinmen° 
surabilités?  Quel  est  le  meilleur  enchaînement  possible 
des  propositions  géométriques?  etc.  Je  conseille  au  lec- 
teur de  ne  s'occuper  de  ces  questions  philosophiques  que 
dans  ses  moments  perdus;  il  est  à  peu  près  certain  d'en 
augmenter  ainsi  le  nombre.  » 

JNous  partageons  les  voeux  patriotiques  de  lauteur^ 
et,  avec  lui ,  son  peu  d'espoir  de  les  voir  réalisés  (*). 

La  lecture  de  ce  programme  procure  un  plaisir  instruc- 
tif^  c'est  un  panorama  géométrique.  Les  énoncés  de 
2i4  théorèmes,  méthodiquement  classés,  font  connaître 
ou  rappellent  les  richesses  de  la  géométrie  élémentaire 
moderne. 

«  Notre  intention  est  d'aider  le  lecteur  laborieux  et 
»  intelligent  à  se  rendre  capable  d'étudier  seul  la  plus 
»  grande  partie  des  propositions  déjà  trouvées  5  et  nous 
»  ajouterons  qu'un  livre  bien  utile  serait  celui  qui  ren- 
»  fermerait  les  énoncés  seuls  de  toutes  les  propositions 
»  mathématiques  actuellement  connues  ,  et  l'indication 
))  des  sources  françaises  et  étrangères  où  on  les  trouve 
»  développées»   (page  38). 

Ces  théorèmes  sont  fondés  sur  des  principes  et  entre- 
mêlés de  corollaires,  de  problèmes  et  de  réflexions  très- 
judicieuses.  Citons  encore  : 

«  Il  y  a  généralement  trois  parties  dans  l'étude  d'un 
»  problème  :  la  mise  en  construction ,  la  preuve  et  la  dis- 
»  cussion.  La  mise  en  construction  a  pour  but  de  lier  les- 
»  données  à  l'inconnue  par  une  série  d'opérations  in- 
»  strumentales,  idéales  ou  elfectives,  qui  ont  pour  objet 
»  de  mettre  l'inconnue  en  évidence.  Il  n'est  pas  possible 

(*)  Une  telle  Commission  n'est-elle  pas  aussi  utile  que  celle  qui  a  pour 
mission  de  recueillir  les  complaintes  et  ponts-neufs  que  Ton  braillait  dans, 
les  carrefours  au  moyen  âge,  vers  lequel  on  nous  pousse?  Sans  en  avoir 
l'intention,  on  défait  le  xvu^  siècle,  pour  revenir  au  genre  chinois,  h  1» 
rulturo  du  Inid  idéal  Tm 
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»  de  donner  de  règle  générale  pour  la  mise  en  construc- 
»  lion  :  c'est  une  aifaire  de  sagacité  personnelle  et  de 
M  génie.  L'étude  et  la  méditation  perfectionnent  cette 
»  aptitude  naturelle  de  Tesprit,  mais  elles  ne  sauraient 
»  la  donner.  Le  procédé  le  plus  usuel  consiste  à  supposer 
»  le  problème  résolu  et  à  s'etrorcer  de  changer  la  diffi- 
»  culte  (au  moyen  de  lignes  auxiliaires  que  l'on  trace) 
))  contre  une  autre  plus  facile  à  résoudre.  La  collection 
M  des  théorèmes  peut  être  comparée  à  une  sorte  de  trous- 
»  seau  de  clefs  que  1  on  essaye  aux  serrures  à  secret  des 
))  problèmes.  L'expérience  et  les  lueurs  de  l'esprit  dimi- 
»  nuent  le  nombre  des  essais  malheureux,  mais  c'est 
))   tout  ce  que  l'on  peut  espérer  »    (page  i5). 

M.  Bertrand,  animé  d'un  esprit  philosophique,  aussi 
rare  chez  nos  géomètres  que  l'esprit  géométrique  chez  nos 
philosophes,  a  dressé  avec  beaucoup  de  logique  le  cata- 
logue des  propositions  de  la  géométrie  d'Euclide,  de  la 
géométrie  segmentaire,  et  des  problèmes  et  conséquences 
qui  s'y  rattachent.  La  théorie  des  faisceaux  anharmoniques 
manque.  La  géométrie  de  la  règle  de  Lambert  [*)  et  de  la 
géométrie  du  compas  de  Mascheroni  ne  sont  qu'esquis- 
sées. ÏNous  louerons  beaucoup  le  savant  auteur  de  s'être 
montré  ^en  français ,  en  citant  des  noms  propres  et  des 
données  historiques.  C'est  d'un  bon  exemple. 

Loin  d'être  omise,  la  pratique  est  enseignée  comme 
découlant  de  la  théorie ,  et  l'on  voit  ici ,  pour  la  millième 
fois ,  qu'une  pratique  raisomiée  est  infiniment  plus  facile 
quelempirisme  tant  prôné.  La  saine  et  véritable  doctrine 
d'Euclide ,  expulsée  des  lycées  de  nos  grandes  villes,  s'est 
réfugiée  dans  la  maison  communale  de  Gien. 


\ 


(•)  11  n'y  a  que  la  première  partie  de  cette  géométrie  qui  soit  traduite. 
M.  Bos,  studieux  professeur  attaché  au  lycée  de  Louis-le-Grand ,  traduit 
la  seconde  partie,  qui  sera  insérée  dans  nos  Annales. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QlEST!0\  273 

(  voir  t.  Xir,  p.  iil  )  ; 

Par  m.   GILBERT  (Philippk), 
Élève  à  l'Université  de  Louvaiii. 

Le  triangle  ABC  a  un  sommet  fixe  A,  un  angle  con- 
stant A.  les  sommets  B  et  C  sont  sur  une  droite  fixe. 
Quelle  est  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle? 

Soit  XX'  la  droite  fixe.  Du  point  A,  sur  cette  droite, 
abaissons  la  perpendiculaire  AD;  soient  O  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  ABC  ,  OP perpendiculaire  sur  XX',  et 
tirons  OA,  OB,  OC.  On  a 


OA=OB=  OC, 

-  angle  BOC  =  an, 

OP  =  OB  CCS  BOP  =  OA  ces  A  , 


angle  BOP  =  -  angle  BOC  =  an,;le  BAC  =  A , 


d'où 

OA  _      I 
ÔP  ~  cos  A* 

Le  rapport  — —  est  constant  et  ^  1 5  donc  /e  lieu  fies  cen- 
tres O  est  une  hyperbole  dont  A  est  un  foyer,  HJL'  la  di- 
rectrice correspondante,  et  dans  UiqueUe  le  rapport  de 

r excentricité  ic  à  Taxe  réel  ia  est  ésal  à Son 

°  cos  A 

axe  est  dirigé  suivant  AD. 

SA  I 

Prenant  sur  AD  un  point  S  Ici,  ciue  —-  —- -1  S  sera 

^  '       SD       cos  A 

lun  des  sommets  de  l'hyperbole. 
On  a  ensuite 

c  :  r;  =  SA  :  SD, 
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tloù 

r  _  r?  :  rt  :=  SA  —  SD  :  SD ,      c  —  a  —  SX; 

donc 

SA  SD 


SA  —  SD 


Portant  colle  longueur  sur  l'axe,  à  partir  du  sommel  S, 
on  aura  le  centre  E  de  l'hyperbole  ,  et  le  second  Jbjcr  A', 
en  prenant  EA'  =  EA  sur  cette  même  droite.  La  brandie 
de  courbe  qui  répond  au  foyer  A  coriespond  aux  posi- 
tions de  l'angle  A,  dans  lesquelles  ses  deuï  cotes  ou  les 
deux  prolongemcnis  viennent  rencontrer  XX',  vt  l'autre 
branche  aux  positions  où  l'un  des  côtés  et  le  prolonge- 
ment de  l'aulre  déterminent  le  triangle  ARC. 

Cela  posé,  si  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  est  sur 
la  première  branche,  on  a,  par  la  propriété  de  l'hyper- 
bole, 

OA'  —  OA=za,      ou      OA'  =  OA  -j-  2^  ; 

sur  la  seconde,  on  a 

OA  — 0A'--2a,     ou     OA'  =  OA— 2«. 

Donc,  si  dujoycr  A'  comme  centre,  et  d'un  rnjon  la,  on 
décrit  un  cercle,  il  sera  tangent  au  cercle  mobile,  car  la 
distance  des  centres  sera  égale  à  la  somme  des  rayons 
dans  le  premier  cas,  à  leur  diUérence  dans  le  second.  Le 
cercle  est  donc  l'eni^eloppe  demandée. 

Remarques.  On  y  arrive  aussi  eu  observant  que  la 
corde  d'intersection  de  deux  cercles  infiniment  voisins  est 
perpc;)d;culaire  à  la  sécante  00'  qui  passe  par  leurs  eeii- 
tres,  et  qui  a  pour  limite  la  langenle  en  O  à  IhNperbolc, 
de  sorte  que  le  point  d'intersection  limite,  qui  appartient 
à  l'enveloppe,  est  sur  la  perpendiculaire  AT. 'i  celle  tangente 
en  O,  à  une  distance  TM  =TA.  On  retrouve  ainsi  le 
même  cercle. 
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Si  A  =  f)0  dccre's,   cos  A  =  o ,  -  =  x  ,  SI) 


a 


peibole  se  réduit  à  la  droite  XX',  et  Tenveloppe  à   un 
point,  syméliique  au  point  A ,  par  rapport  à  XX'. 


TnÉORÈîîE  SEGViEMAIRE  SIR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  BAXS 
lî\E  eOMOlE. 


Théoreaie.  Lin  ti l'angle  élant  inscrit  dans  une  coni- 
que, toute  sécante  menée  par  le  pôle  (Van  des  calés 
coupe  les  deux  autres  côtés  en  deux  points  polnireuient 
conjugués. 

Démon  s  irai  ion.  Soit  ABC  le  triangle  inscrit  5  par  le 
pôle  de  AB  menons  une  sécante  coupant  le  côté  BCen  D  et 
côté  AC  prolongé  en  E;  soient  F  le  point  où  la  droite  BE 
rencontre  la  conique  et  G  le  point  de  reiicontre  des  côtés 
opposés  Al),  CF  du  quadrilatère  inscrit  ABCF,  et  D'  le 
point  d'intersection  des  diagonales  AF,  BG  du  mémo 
quadrilatèio.  D'après  une  propriété  connue,  les  trois 
points  D',  E,  G  sont  polairement  conjugués,  et  D'G  est 
la  polaire  du  point  E  qui  est  sur  la  sécante:  mais  l)AG  est 
la  polaire  d'un  autre  point  de  la  sécante,  donc  G  est  Itr 
pôle  de  la  sécante  DE:  mais  G  est  aussi  le  jjôle  de  la 
droite  D'I',  donc  les  points  I)  et  D'  se  confondent; 
donc  D  et  E  sont  polairement  conjugués.  c 


o.  F.  n. 


Corollaire  i.  Si  la  sécante  est  ua  diamètre  conjugué 
au  côté  AB,  Je  demi-diamètre  est  une  moyeiuic  propor- 
tionnelle géoméuiqae  entre  OD  et  CE,  O  étaiiL  le  centre 
de  la  conique. 

Corollaire  0.  Connaissant  trois  points  dune  conioue 
cl    le  centre,    le  corollaire   piécédriit   fait   connaître  la 

3. 
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grandeur  cl  un  denii-Jiamètre  conjugué  à  l'un  des  côtés 
du  triangle  donné  ,  et  par  conséquent  on  peut  construire 
tous  les  éléments  de  la  conique  sans  qu'elle  soit  tracée. 

Corollaire  3.  Etant  données  cinq  tangentes  à  une  coni- 
que ;  au  moyen  du  théorème  de  Newton  sur  le  quadrila- 
tère circonscrit,  on  détermine  le  centre;  parle  théorème 
de  Brianclion  sur  lliexagramme  circonscrit,  on  détermine 
les  points  de  contact-,  Ton  revient  ainsi  au  corollaire  i. 

Corollaire  4-  Etant  donnés  cinq  points  d'une  conique  : 
au  moyen  de  1  hexagramme  de  Pascal,  on  détermine  les 
cinq  tangentes  qui  passent  par  ces  points,  et  l'on  revient 
au  corollaire  3. 

Note.  J'ai  trouvé  ce  théorème,  réduit  au  corollaire  i'"'',  dans  l'ouvrage 
suivant  :  Traltaio  elementare  di  Geomelria  analitica ;  per  Rataele  R\ibini. 
Napoli,  i852;  in-8°  de  'igG pages.  C'est  l'œuvre  d'un  jeune  homme,  dédié 
à  son  professeur  Fortunata  Padiila,  auteur  d'un  Raccoha  di  probtemi  di 
geomelria  risoluti  con  l'analisi  algehrica.  La  simple  démonstration  segnieit- 
taire  du  théorème  m'a  été  donnée  par  M.  A.  iMannheim  ;  l'habile  géomètre 
vient  de  faire  construire  une  Règle  à  calcul  cxlindrique ,  plus  commode, 
plus  exacte,  que  sa  règle  plate  {voir  t.  XII,  p.  327),  et  plus  porta- 
tive (*  ).  iNous  remarquerons,  à  cette  occasion,  qu'à  la  Notice  bibliogra- 
phique donnée  par  M.  Benoît,  sur  celte  règle  {voir  t.  Xll,  p.  3'28),  or» 
doit  ajouter  l'ouvrage  IJsus  scalarum  logisiicaium,  du  célèbre  Segner  (Jean- 
André  de),  et  qui  ne  se  trouve  pas  à  la  Bibliothèque  impériale. 


EXERCICE  SLR  \M  ÉQIATIOIV  NIMÉRIQIE; 

Par  m.   KORALEK, 

Employé  au  Ministère  de  l'Agriculture  ,  du  Commerce  et  des  Travaux 
publics  (^  bureau  de  la  Statistique  générale  de  France). 


Dans  le  célèbre  Mémoire  sur  Uranus,  M.  Le  Verrier 
parvient  à  l'équation  suivante  : 

5797^'  -h  49^1  -^^  +  5892 x'  +  2876 X  +  6942  =  G, 

(  *)  Le  théorème  est  cilé  dans  la  Oéoniéirie  analj liquc  de  MM.  Bouquet 
et  Briot  (p.  370);  on  peut  le  déduire  du  théorème  de  Dcs.nrgues  sur  lln- 
volution. 
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et  il  démontre  que  les  quatre  racines  sont  imaginai 
c'est  ce  que  MM.  Prouhet  et  Vincent  ont  aussi  déi^ 
d'une  manière  plus  simple  [Nom^clles  annales,  t.  X)^ 
dès  lors  on  peut  appliquer  à  cette  équation  la  méthode  de 
solution  que  j'ai  naguère  indiquée  [Nouvelles  Annales ^ 
t.  XI,  p.  117).  A  cet  elfet,   changeant  x  en   — x,   on 
obtient 

jc^  —  2  (ijc^  -f-  bx''  —  2  fx  +  rf  =  o , 
4q5i        ,       5802  2876        ,      6042 

5797  5797  5797  5797 

in  =  0,8540624, 

b  =   I ,0163178, 
2  f  =:  0,4961 187 , 

d  =:  I , 1975159. 

Soient  a±|S/',  a,  ±:pi/  les  quatre  lacines  de  cette  éqi 
tion^  posant 

Y  =  aa,, 

on  obtient  l'équation 

i6j'  -8èj'H-  {b'—i^fic  —  ^(l)f  —  abc+a-d  +  c''-  =  o  (*), 
,.       ,  ,  ,       1 1201 6356 

8è  =  ^. 

5797 
33554404655,5 


—  abc  -{-  a- cl  -i-  c-  = 


-^   .  1000  (' 

r  aisons  y  •=  -;: ■>  on  a 

^         5797 


5797= 


(1)  16  v^  —  47>'36''"  —  '  i2,oi6356('  -4-  33,5544<^4^^5^  =^  ^) 
(2)^' —  2,946 f' —  7,00 102225 ('4-  2,09715029159375  =  o. 

''  ■*  'xiste  une  faute  typo;;raphique  ;  au  lieu  de  abd  ,  il  laul  a'  d. 


(  -^8  ) 
Faisant  disparaître  le  deuxième  terme  en  posant 

"  =  3-i ^-^  =  c  H- 0,982, 

on  obtient 

(3)         z'  —  9,898994253  —  6,6"]  178589390625  :=  o; 

la  solution  trigonoméliiquo  donne  [■Xouvelles  Annalts , 

t.  IX,  p.  374) 

o 

jr''=       9,89899425,      y/-'sin3o  =  —  6,6717859, 
r  =  - 3,632078,  ?=+  Ii°i6'56",3; 

donc  les  racines  de  léquatiou  (3) 
3,  =rsin<p,      Z2r=rsin(6o°  —  s).      Sj  =  —  r  sin  (60"  +  9), 

ou 

ZiZ=  —  0,7  105916, 
Zj  =  —  2,7  29890 , 

Z3    =   -1-3,439982. 

Vcrificalion . 

2,  +  ZjH-Z,  =   0,         Z,Z,2.   =  6,671780; 

donc,  exact  h.  6  millionièmes  près. 

Quant  aux  racines  de  1  équation  (2)  ,  on  a 
<'  =  z  +  o,982, 
donc 

c,  =       0,27  14084 , 
i>^=—  \  ,747890, 

•'j  =  -H  454^1982  ; 
cl,  par  suite. 

j,  =       0,04681877, 
j  j  =  —  o,3oi43oo, 
y:.  =       0,7628052 . 


(  ^9  ) 

Avec  les  valeiii;)  de 

y,  =  — o,3oi43ûO, 

on  a  [voyez  t.  XI,  p.  ii8) 

(X  =-i-  0,8025987, 
a,  =:  —  O  ,  3755675  , 
j3  =  +  0,81  181  80, 


P,  = +0,88. 954-2  =(^i^^^) 


\ 

servant  de  conliôle. 


Les  racines  de  Féquaiion  (1)  sont  couséqucmmcnt 

X  ±pi  —      0,8025987  ±:  0,8118180  v/^, 
«,±:|ï,i  =  —  0,3755675  ±  0,8819542  \,l^ . 


On  a 


f^éiijlcatioii, 

a'  =r  0,6441647 
ft'  =  0,6590483 
y.]^=  o,  i4io5io 
fi;=  0,7778437 
4ay.,= — 1,2057199 

^4-[iM-sc^  +  [ii+4='-'^,  =      1,0163878=^^1,0163878 

liès-exact. 

2  (a  H-  a,  )  =  o ,  8540624  =  2  rt  , 

(2)  7., (a'-f-pO-^ <='(='•' +P')^^-0'248o592  =  f=  0,2480593; 

exact  à  une  unité  décimale  du  septième  oïdie. 

(3)  (a^  +  f^')  (a;  +  fi;)  =  i  ,  I975i55  :=  d —-  i  ,  1975159; 

très-exact. 

Ou  a  donc ,  pour  l'équation  donnée,  les  quatre  racines 

—  0,8025987  ±  0,81 18180  v~, 
0,3755675  ±0,8819542  \/~i . 
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jNote  DL"   Rédactei  u. 

Sur  les  équations  numériques  à  coefficients  approchés. 

Ce  genre  d'équations,  les  plus  fréquentes  qu'on  ren- 
contre dans  les  mathématiques  appliquées,  et  surtout  en 
astronomie,  présente  une  difficulté  grave.  Soit  l'équa- 
tion 

ax'  -{-  bx  -\-  c  =.  o  ; 

supposons  que  b^  —  ^ac  soit  une  quantité  positive  très- 
petite  ,  les  deux  racines  sont  réelles.  Pour  peu  qu'on  aug- 
mente les  coefficients  a  et  c  ,  le  binôme  b^ —  4  "'^  peut  de- 
venir négatif,  et  les  racines  devenir  imaginaires.  Le  même 
fait  se  présente  dans  une  équation  quelconque.  La  plus 
légère  altération  dans  les  coefficients  peut  faire  passer  des 
racines  de  la  réalité  à  1  imaginante,  et  vice  'versâ.  Lors 
donc  qu'on  a  trouvé  les  racines  réelles  et  imaginaires  d'une 
équation  dont  les  coefficients  ne  sont  qu'approchés,  com- 
ment savoir  si  Ion  ne  trouve  pas  d'autres  résultats  en 
poussant  l'approximation  plus  loin?  Exemple  :  Dans  le 
Mémoire  cité  ci-dessus,  on  lit  une  équation  du  dixième 
degré,  et  l'on  indique  quatre  racines  réelles  approchées  ; 
ces  racines  procurent  un  facteur  de  quatrième  degré ,  à 
coefficients  approchés  •  divisant  Téquation  donnée  par  ce 
facteur,  on  parvient  a  une  équation  du  sixième  degré,  à 
coefficients  approchésj  et  Ton  démontre  que  cette  équa- 
tion a  six  racines  imaginaires  [Nouvelles  Annales,  t.  X, 
p.  89  et  2j5)  5  et  de  là  l'auteur  du  3Iémoire  conclut  que 
l'équation  du  dixième  degré  a  aussi  six  racines  imagi- 
naires. Celte  conclusion,  portant  sur  des  coefficients  ap- 
prochés, d'après  les  raisons  exposées  ci-dessus,  ne  me 
semble  pas  légitime.  Ce  point  d'analyse,  vu  son  impor- 
tance pratique,  mérite  d'être  éclairci.  Du  reste,  M.  Kora- 
Ick  a  démontre  directement  que  celte  équation  du  dixième 
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degré  n'a  que  quatre  racines  réelles,   ainsi  que  nous  le 
verrons  prochainement. 


THÉORIE  GÉOMÉTRIOIE  DE  L4  PARABOLE  ( 

Par  m.  Charles  MÉRAY, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (institution  Barbet). 


Définitions. 

J'appelle  conique  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 
Une  telle  courbe  est  toujours  rencojitrée  par  une  droite 
en  deux  points  [réels  ou  imaginaires^.  Car  ces  points 
sont  les  points  de  deux  divisions  homographiques ,  tracées 
sur  cette  droite  par  les  faisceaux  générateurs.  Il  s'ensuit 
que  si  autour  de  deux  points  quelconques  d\ine  conique, 
on  fait  tourner  deux  droites  mobiles  se  coupant  sur  la 
courbe,  les  faisceaux  ainsi  formés  autour  des  points  fixes 
seront  homographiques .  Car  à  un  rayon  de  l'un  corres- 
pond toujours  un  seul  rayon  de  l'autre ,  ce  qui  est  le 
caractère  essentiel  àes  faisceaux  homographiques. 

Problème.  Construire  la  tangente  en  un  point  donné 
de  la  courbe  formée  pai''  les  faisceaux  o,  o' . 

Soient ///le  point  donné,  et  77/ le  point  infiniment  voisin; 


/////z'estla  tangente  demandée  :  la  droite  om  o  ^  ;  ont  .0  m 
passe  par  w,  point  d'intersection  des  rayons  qui,  dans 
chaque  faisceau ,  correspondent  à  la  droite  00'  considérée 
comme  étant  un  rayon  de  l'autre-,  rayons  que  la  théorie 

(  *  )  Ce  qui  est  entre  guillemets  ne  se  trouvait  pas  dans  la  coniposilion 
prescnlcc  au  [jrand  concours  de  i8J3  {voir  l.  Xll,  i>.  3i4,'- 


{  4-^  ) 

dis  faisceaux  honiograpbiques  apprciuî  à  coiislruirc 
(Gcoinciric  supérieure,  u"'  111  et  ilî);  il<^  plus ,  dans 
le  quadrilatère  oiuo'in',  la  diagonale  oo'  est  coupée 
liarmoniquement  par  les  deux  autres  qui   sont  mm'  et 


oui!  o'nL\  om' o'ni'^  donc,  pour  avoir  la  tangente  deman- 
dée, meuez  /nw  et  prenez  la  conjuguée  harmonique  de 
celte  droite  par  rapport  à  mo  et  md .  On  voit,  par  ce  (pu 
précède,  que  les  droites  oo),  o'w,  sont  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  o,  o'. 

Soient  O,  O'  ces  tangentes,  M  la  langeme  à  la  couibe 
au  point  m:  a ,  a'  ses  points  d  intersection  respectivement 
avec  O  et  O';  a,  a'  les  traces  des  rayons  o/m,  o' m  respecti- 
vement sur  O  et  O'.  Les  quatre  points  a,  «,  o,  w  sont  eu 
rapport  harmonique:  on  a  donc  Téquation 

o  a      y.  (i 
o  M      y.  M 
OU  bien 

on  .(^x  —  O'Si  .rj.a  =  o  ; 

les  points  mobiles  y.,  n  divisent  donc  homographiquement 
la  droite  O  IGéomêi/ie  supérieure,  n°  161,  équ.  (a)]',  il 
en  est  de  même  pour  les  points  a\  o!  relativement  à  la 
droite  O'  -,  mais  les  points  a,  a'  appartiennent  évidemment 
à  deux  divisions  homographiques  formées  sur  les  droi- 
tes O,  O',  par  les  faisceaux  o,  d  :  donc  les  points  «,  a' 
divisent  homographiquement  les  droites  O,  O';  par  con- 
séquent :  toute  conique  est  l  enveloppe  des  droites  qui 
joignent  les  points  homologues  de  deux  dii'isio/is  homo- 
graphiques. Donc,  du/i  point  quelconque  1  on  ne  peut 
mener  que  deux  tangentes  {^réelles  ou  imaginaires)  à 
une  conique.  Ces  tangentes  sont  les  rayons  doubles  des 
hiisceaux  homographiques  Xrt,  /.a!,  La  réciproque  de  ce 
ihéorème  se  démontreiait  aisément;  pur  des  raisonne- 
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ixieuts  tout  à  fait  corrélatifs  à  ceux-ci.  Il  n'y  aurait  qu 
remplacer,  dans  la  démonstration  précédente,  les  poiiii 
par  des  droites ,  et  réciproquement. 

Je  pourrai  donc ,  dans  ce  qui  suit ,  prendre  aussi  poi' 
définition  des  coniques  cette  dernière  propriété. 

Les  coniques  se  partagent  en  trois  genres  bien  dillé 
rents  par  la  considération  de  leurs  points  situés  à  l'infin 

Je  suppose  que  Ton  transporte  un  des  faisceaux  généra 
teurs  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son  centre 
coïncide  avec  celui  de  Tautre.  Il  peut  se  présenter  trois  cas  : 
les  rayons  doubles  peuvent  être  réels  et  différents,  imagi- 
naires, coïncidents.  Dans  le  premier  cas,  les  points  de  la 
courbe  situés  à  l'infini  sont  réels  et  dilîérents,  la  courbe 
a  deux'  asymptotes  réelles  parallèles  aux  rayons  doubles, 
c'est  une  hjperhole  ;  dans  le  second  cas  ,  les  points  à  lin- 
fini  sont  imaginaires,  la  courbe  est  une  ellips-e ;  enfin, 
dans  le  troisième  cas,  les  points  à  l'infini  coïncident  et 
la  courbe  est  une  parabole.  On  voit  par  là  que  la  para- 
bole est  tangente  à  la  droite  de  1  infini.  Puisque  la  droite 
de  l'infini  est  une  des  tangentes  de  la  parabole,  les  divi- 
sions hoiiio graphiques,  tracées  sur  deux,  tangentes  Jixes 
par  une  tangente  niohile,  sont  senihlables ,  car,  dans 
ces  divisions ,  les  points  à  l'infini ,  dans  cliaque  division  , 
sont  lioniologues  {Géométrie  supérieure,  n°12o).  La  réci- 
proque est  évidente. 

Si  l'on  transporte,  où  on  le  voudra,  dans  le  plan  et 
parallèlement  à  eux-mêmes  les  faisceaux  générateurs 
o,  o',  la  conique  correspondante  restera  toujours  liomo- 
tliétique  à  elle-même  ,  et  l'on  peut  remarquer  que  l'angle 
des  rayons  doubles  des  faisceaux  dont  les  centres  coïnci- 
dent et  dont  j'ai  parlé  plus  liant,  n'a  pas  cliangé,  et  que 
réciproquement  si  cet  angle  est  constant  dans  le  mouve- 
ment ,  la  forme  de  la  conique  ne  change  pas.  Donc  :  deux 
hYj)crhoIcs  qui  ont  nwnic  angle  asymptotiquc  sont  sein- 
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blables;  et,  par  suite  ,  deux  paraboles  quelconques  sont 
semblables ,  puisque,  dans  ce  cas,  cet  augle  est  toujours 
nul.  Je  ferai  remarquer  que  chaque  couple  de  ces  rayons 
doubles  forme  une  conique  semblable  à  une  des  coniques 
engendrées  par  les  faisceaux  o ,  o' . 

Equation  générale  de  ces  courbes  en  coordonnées 
rectangles. 

«    Une  des  équations  qui  expriment  l'homograpliie  des 
»   faisceaux  o  et  o'  est ,  comme  ou  le  sait , 

si"  (A,  M)  _.^sin(A\  !\r)  .. 

~ — Tr' — ivÏM      [ijcometnc  supérieure  ,  n"  l4o.) 


sin  (B,  M)  sin  (B',  W) 

»  A  ,  B,  M  sont  dans  le  faisceau  o  les  homologues  respec- 
«  tifs  de  A',  B',  M',  dans  le  faisceau  o',  et  1  est  une  con- 
»  stante  quelconque.  Je  prends  pour  axes  une  parallèle  et 
»  une  perpendiculaire  à  oo' \  si  a,  j3,  a',  /5',  fx,  p.',  sont 
»  les  angles  que  font,  avec  Taxe  des  x,  [oo')^  A,  B,  A', 
»   B',  M,  M',  l'équation  précédente  s'écrira 

sin  (p.  —  a)  sin  (fi.'  —  a') 

sin  (f/—  p)  ~    "sin  {^i.'  —  p')' 

»  ou,  si  l'on  désigne  par  (a,  Z»),  («',  o'..^  (x,  j'),  les  coor- 
))  données  des  points  o,  o',  m, 

cos  a  ^^  —  sm  a  — ^  

v/(r  — ^y^-t-(  ■^  — ^)' sj{y  —  by  +  [x  —  ay- 

cos  p  ^-^  ^ sm  j3  ^  ^ 

V(j  —  Z»)'  +  (.r  —  /7)=  sKy  —  by-h{x  —  a  )'- 

cos  a'  ^-^  '  —  sui  a'  ■  ^  ' 

_  sJ[y  —  by-\-{x-a'y  ^^y^bY  +  {x  —  a'f 

[y-  b)  .    „,  ix  —  a') 

cos  fi'  —-       ^-^  ^  —  sm  S'  ^  ^ 
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M  Cette  équation  est  toujours  du  second  degré,  ce 
»  qu'on  pouvait  prévoir,  car  la  courbe  est  toujours  coupée 
»  par  une  droite  en  deux  points.  Nous  verrons  plus  bas 
))  comment  elle  se  simplifie,  par  un  choix  convenable 
))  d'axes.  On  voit  de  suite,  par  cette  équation,  que  si  la 
))  conique  se  réduit  à  deux  droites,  la  fonction  du  pre- 
1)  mier  membre  se  décomposera  en  facteurs  du  premier 
»  degré.  Il  n'y  a  qu'à  prendre  dans  l'équation  précédente 
»  oo'  pour  A  et  A'.  Réciproquement,  toute  courbe  du  se- 
»  cond  degré  est  une  conique ,  car  j'ai  démontré  plus 
»  haut  qu'ut\e  ccuicbe  jouissant  de  la  propriété  d'être  tou- 
))  jours  coupéepar  une  droite  en  deux  points  en  était  une.  » 

Les  belles  propriétés  des  quadrilatères  et  hexagones 
inscrits  ou  circonscrits  à  des  coniques,  sont  trop  connues 
pour  qu'il  soit  besoin  d'en  parler  ici,  je  les  admettrai 
donc 5  du  reste,  ces  propriétés  découlent  immédiatement 
des  définitions  précédentes. 

Théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

Problème.  On  donne  une  conique  2  et  un  point  X  dans 
le  plan,  par  ce  point  on  mène  une  droite  quelconque  A  ; 
soient  s,  î>  les  points  [réels,  imaginaires)  de  la  conique 
situés  sur  A ,  et  X'  le  conjugué  harmonique  de  /  par  rap- 
port À  e ,  cp  5  071  demande  le  lieu  de  /!  quand  on  fait 
mouvoir  A  autour  de  X. 

Soient  o,  o'  les  faisceaux  générateurs  -,  les  rayons  homo- 
logues M,  M' de  ces  faisceaux  tracent  sur  A  deux  divisions 
homographiques  dont  les  points  doubles  sont  e  et  o;  mais 
[Géométrie  supérieure,  n''  267)  quand  deux  divisions  ho- 
mographiques sont  formées  sur  une  même  droite,  le  conju- 
gué harmonique  d'un  point  de  la  droite  par  rapport  aux 
points  doubles  est  le  même  que  le  conjugué  harmonique 
du  même  point  par  rapport  à  ses  deux  homologues,  quand 
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ou  li;  considère  comme  apparteiianl  successivement  anx 
<]eux  divisions  -,  or  le  lieu  de  ces  points  liomologuesse  com- 
pose actuellement  de  deux  droites,  qui  sont  daus  le  second 
cl  le  premier  faisceau  les  homologues  de  o  /,  o'  1,  considé- 
I  ées  comme  appartenaut  au  premier  et  au  second  :  donc 
I(j  lieu  demandé  est  la  polaire  du  point  X  par  rapport  à 
CCS  droites.  Cette  droite  est  appelée  la  polaire  du  point  À 
])ar  rapport  à  la  couique  S.  Ou  conclut  facilement  de  ce 
laisonnemcnt,  que  dans  tout  quadr dater e  inscrit  à  une 
conique,  chaque  diagonale  est  la  polaire  du  point  d'in- 
U'rsection  des  deux  autres  diagonales.  Si  l'on  considère 
une  conique  comme  rcnveloppe  des  droites  qui  joignent 
les  points  homologues  de  deux  divisions  liomograpliiques, 
on  verra  par  un  raisonnement  corrélatif  au  précédent, 
(uie  si  Von  a  une  conique  S  et  une  droite  A  ,  et  que  de 
ciiacun  de  ses  points  on  mène  deux  tangentes  E,  *!>  « 
la  courbe  11,  V enveloppe  delà  conjuguée  harmonique  A' 
de  A  par  rapport  «  E,  ^  est  un  certain  point  fixe.  Ce 
point  est  appelé  le  pôle  de  la  droite  A.  Ce  raisonnement 
ferait  voir  facilement  que  dans  tout  quadrilatère  circon- 
scrit à  une  conique,  le  pôle  d'une  diagonale  est  le  point 
f L'intersection  des  deux  autres  diagonales.  Remarquons 
aussi  que  la  polaire  d'un  point  est  la  droite  qui  joi/it  les 
points  de  contact  des  taîigentes  à  la  courhe  issues  de  ce 
])oint,  et  que  le  j)ôle  d'une  droite  est  le  point  de  concours 
(les  tangentes  menées  aux  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  courhe.  Cela  posé,  il  est  visible  qu'«/.'c 
droite  A  est  la  polaire  de  son  pôle  X. 

La  polaire  A  d'un  point  }.  contient  le  j}ôle  ~  d  une 
droite  quelconque  H  qui  passe  par  le  point  X5  car,  soient 
c,  C5  les  points  d'intersection  de  la  conique  avec  A,  le 
conjugué  harmonique  t.  de  A II ,  par  rapport  à  z  et  ç,  jouit 
de  la  propriété  de  diviser  harmoniquement,  conjointement 
avec  la  conique  et  la  droite  11 ,  deux  drt)iles  qui  sont  A  cl 
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~/.  Doue,  Si  ufi  i>oiiiL  (Iciiit  une  dioUc.  sa  polaire ^  par 
rapport  à  une  conique  Jixe,  enveloppe  un  point,  et  réci- 
proquemenl .  «  On  aurait  pu  parvenir  par  une  auire  voie 
»  également  simple,  aux  propriétés  des  pôles  et  des  po- 
»  laircs  j  car  soient  un  point  /  ,  les  tangentes  E,  ^f*  issues 
»  de  ce  point  à  une  conique  ,  £ ,  o  leurs  points  de  contact , 
»  et  A  la  corde  de  contact  :  le  triangle  Ito  est  un  véritable 
»  quadrilatère  inscrit  à  la  conique,  deux  côtés  coïncident 
»  sur  A  ;  donc,  en  vertu  du  théorème  de  Desargues,  une 
»  sécante  M  coupe  la  conique  et  le  quadrilatère  en  six 
»  points  en  involution-,  deux  points  conjugués  coïncident 
»  sur  A ,  et  si  la  sécante  passe  par  le  point  X  ,  deux  autres 
»  points  conjugués  coïncidejont  avec  /..  Ces  points  sont 
»  donc  les  points  doubles  de  l'involution  ,  par  suite,  ils 
M  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points 
»  d'intersection  de  la  sécante  avec  la  conique.  On  démon- 
»  trerait  tout  aussi  facilement  la  seconde  propriété,  en 
))  considérant  le  triangle  E  ^A  comme  un  cjuadrilatère 
))  circonscrit.  Mais  ces  solutions  ont  l'inconvénient  d'être 
»  moins  directes  que  les  précédentes  -,  on  n'en  peut  pas 
»  tirer  immédiatement  les  propriétés  des  quadrilatères 
»  inscrits  et  ciiTOnscrits  , trouvées  plus  haut.  » 

Deux  points  sont  dits  conjugués  quand  la  polaire  de 
l'un  passe  par  l'autre,  et  deux  droites  sont  dites  conju- 
guées quand  le  pôle  de  Tune  est  situé  sur  l'autre.  Si  l'on 
conçoit  tous  les  couples  de  points  conjugués  situés  sur  une 
droite  A,  ces  points  forment  deux  divisions  homogra- 
phiqnes  en  involution,  dont  les  points  doubles  sont  les 
points  d'intersection  de  la  conique  avec  la  droite  A.  Si^  de 
même,  on  conçoit  tous  les  couples  de  droites  conjuguées 
passant  par  un  point  a,  ces  droites  formeront  autour 
du  point  deux  faisceaux  liomographiques  en  involution, 
et  les  rayons  doubles  seront  les  tangojites  à  la  conique 
issues  du  point  a.  Quand  on  a  deux  faisceaux  honiogi'a- 


pliiques  en  involulion  ,  il  existe  toujours  un  système  de 
deux  rayons  conjugués  rectangulaires  5  et  s'il  y  en  a  plus 
d'un,  tous  les  rayons  sont  respectivement  perpendicu- 
laires à  leurs  conjugués  [Géométrie  supérieure ^  n"^  249 
et  250).  Donc,  en  chaque  point  du  plan  d'une  conique 
il  y  a  un  système  de  deux  droites  conjuguées  rectangu- 
laires. Je  parlerai  plus  bas  des  points  remarquables  autour 
desquels  une  droite  quelconque  est  perpendiculaire  à  sa 
conjuguée. 

Du  centre  et  des  diamètres . 

Si  l'on  considère  le  point  dont  la  polaire  est  à  l'infini 
(ce  point  existe  toujours,  car  une  droite  n'a  qu'un  pôle, 
et,  par  conséquent ,  ce  pôle  ne  peut  pas  être  imaginaire) , 
on  voit  facilement  que,  dans  l'ellipse  ou  V hyperbole ,  ce 
point  n'est  pas  à  l'infini^  car  ces  courbes  ne  sont  pas  tan- 
gentes à  la  droite  de  1  infini  ;  qu'il  est  le  milieu  de  toutes 
les  cordes  qui  y  passent,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  courbe  ; 
que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direc- 
tion donnée  est  une  droite  qui  passe  par  le  centre,  c'est- 
à-dire  que  dans  ces  courbes  tous  les  diamètres  sont  des 
droites.  On  voi  t  de  plus  que,  dajis  l'hyperbole,  les  asymp- 
totes passent  par  le  centre.  Deux  droites  conjuguées  pas- 
sant par  lecentre  jouissent  évidemment  de  cette  propriété, 
que  l'une  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
parallèles  à  l'autre,  et  réciproquement  :  ce  sont  des  dia- 
mètres conjugués.  Il  suit  de  là  que  les  ellipses  et  les  hy- 
perboles ont  toujours  deux  axes  de  symétrie  :  ce  sont  les 
droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  le  centre. 

Dans  la  parabole  ,  aucun  point  de  son  plan  ne  peut  être 
considéré  comme  en  étant  le  centre,  car  si  ce  point  existe, 
il  sera  évidemment  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  5  et  comme 
ce  pôle  est  situé  sur  la  courbe  (puisque  la  parabole  est 
tangente  à  la  droite  de  l'infini),  il  ne  peut  être  le  milieu 
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des  cordes  qui  y  passent.  Il  est  donc  inexact  de  dire  que 
la  parabole  a  un  centre  à  l'infini ,  car  cela  reviendrait  à 
dire  que  certaines  droites  coupent  cette  courbe  en  trois 
points  (*).  Tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  des 
droites  qui  passent  par  le  point  de  contact  de  la  courbe 
et  de  la  droite  de  l'infini,  et  cette  courbe  n'a  qu'une  axe 
de  symétrie. 

Quand  on  a  deux  faisceaux  homograpbiques  en  invo- 
lution  ,  il  existe  les  relations  suivantes  : 

sin(E,M)_       sin(E,M')_  \ 

■  sin(F,M)  ~  ~  sin(F,  M';  '  i      ,       . 

,     .  f  Gcoinèlric  supérieure , 

„    sm    A,M   sm  A,M')  )  „  J^ 

2-     •     1  K,  Js    ■    )  .f\.,i=  const.;  (  n"  2b2. 

sm  (A',M)sm(A',M')  '  \ 

3".   tang(0,M).tung  (O,  M')  =  const.  / 

Dans  la  première  équation,  E,  F  sont  les  rayons  doubles, 
M,  M'  deux  rayons  conjugués  quelconques;  dans  la 
deuxième,  (A,  A'),  (M,  M')  sont  deux  couples  quel- 
conques de  rayons  conjugués:  dans  la  troisième,  O  est  un 
rayon  perpendiculaire  à  son  conjugué,  et  (M,  M')  un 
couple  quelconque  de  rayons  conjugués.  Donc,  puisque 
dans  les  ellipses  et  les  hyperboles  ,  les  diamètres  conju- 
gués forment  deux  faisceaux  en  involulion ,  ces  trois  équa- 
tions seront  autant  de  propriétés  de  ces  diamètres.  Les 
deux  dernières  fournissent  la  relation  connue  qui  existe 
entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conju- 
gués d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques,  à  savoir 

/;////'  z=  const. 

La  dernière  se  rapporte  au  cas  où  les  axes  de  coordonnées 
seraient  les  axes  mêmes  de  la  courbe.  Dans  le  cas  de  l'hy- 

(*)  Nous  n'admettons  pas  cette  assertion  ,  le  mot  centre  n'a  pas  ici  la 
signification  ordinaire.  Tai. 
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perbole ,  les  rayons  doubles  des  faisceaux  en  involulion 
formés  par  les  diamètres  conjugués  sont  les  asymptotes  ;  et 
si  l'on  rapporte  la  courbe  à  ces  droites,  l'équation  i** 
fournira,  entre  les  coefficients  angulaires  /?/,  m' de  deux 
diamètres  conjugués,  la  relation  aussi  connue 


Si  dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole  on  joint  un  point  de  la 
courbe  aux  extrémités  d'un  diamètre,  ces  droites  seront 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  il  existera  donc, 
entre  les  angles  que  font  ces  droites  avec  le  diamètre  fixe 
et  son  conjugué,  les  relations  (1)5  et  si  l'on  exprime  dans 
2"  ou  3"  les  rapports  de  sinus  au  moyen  des  coordonnées 
du  point ,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués  ou  aux  axes:  on  trouvera 
ainsi 

M  et  N  sont  de  mêmes  signes  si  la  constante  est  négative, 
et  de  signes  contraires  si  elle  est  positive.  Pour  la  para- 
bole, des  considérations  analogues  donneraient 

j:    ce         .r'     GO 

(.r,  j'),  [x\y')  étant  deux  points  de  la  courbe  rapportée 
à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  son  extrémité,  ou  bien 

r'=  R.r. 

Propriétés  des  points  tels  que,  autour  de  l'un  d'eux , 
une  droite  quelconque  est  perpendiculaire  à  sa  con- 
juguée. 

Soient  une  conique  S  et  un  quadrilatère  circonscrit, 
dont  les  couples  de  sommets  opposés  sonirt,a';  &,  Z>';  c,  c'; 
menons  d'un  point  a  les  droites  «a,  ar/',  a^,  a^',  ac.  v.c\ 
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et  les  tangentes  M  ,  M'  à  la  courbe;  si  l'on  prend  les  deux 
droites  E,  ^,  qui  sont  conjuguées  harmoniques  à  la  fois, 
relativement  à  ««,  aa'  et  M,  M',  elles  le  seront  aussi  par 
rapport  à  a Z»,  ab'  elac,  ac',  puisque,  en  vertu  d'un  théo- 
rème connu  (le  théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues), 
trois  quelconques  des  couples  art,  an' -^  ab,  ab' -^  ac ^  ac'  -^ 
M,  M'  sont  en  involution  -,  par  conséquent,  si  ou  prend  les 
points  d'intersection  £,  ©  de  E,  ^,  avec  une  diagonale  quel- 
conque, bb'  par  exemple,  et  qu'on  fasse  varier  le  point  «, 
les  points  tels  que  £ ,  o  formeront  sur  cette  droite  deux 
divisions  homographiques  cii  involution,  dont  les  points 
doubles  sont  b  et  b' .  On  peut  donc  affirmer  que  si ,  pour 
chaque  point  a.  du  plan ,  il  existe  deux  droites  conjuguées 
telles ,  que  leurs  points  d'intersection  avec  une  droite  fixe 
forment  deux  divisiotis  homographiques  en  involution, 
ces  droites  jouiront  de  la  même  propriété  relativement  à 
chacune  des  diagonales  d'un  quadrilatère  circonscrit  à 
la  conique,  dont  deux  sommets  opposés  sofit  les  points 
doubles  de  ces  divisions  en  involution  ;  et  l'on  peut  observer 
que  les  points  doubles  des  divisions  en  involution  formées 
sur  ces  dernières  droites,  sont  les  sommets  du  quadrila- 
tère. 

Si  en  chaque  point  du  plan  dune  conique,  on  conçoit 
les  droites  conjuguées  rectangulaires  qui  y  passent,  ces 
droites  forment,  sur  la  droite  de  l'infini,  deux  divi- 
sions en  involution.  Soient  p^  q  les  points  doubles  5  si  de 
ces  points  on  mène  des  tangentes  à  la  conique,  on  for- 
mera un  quadrilatère  qui ,  en  vertu  du  théorème  précé- 
dent, jouira  de  la  propriété,  que  les  deux  autres  diago- 
nales seront  divisées  en  involution  par  les  droites  conju- 
guées rectangulaires.  Comme,  dans  tout  quadrilatère 
circonscrit,  le  point  d'intersection  de  doux  diagonales  est 
le  pôle  de  la  troisième,  et  que,  dans  tout  quadrilatère,  le 
segment  compris  enlie  deux  sommets  opposés  est  divisé 
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liannoniqucmcnt  par  les  deux  autres  diagonales,  les  deux 
droites  qui,  conjointement  avec  la  droite  de  l'infini , 
jouiront  de  la  propriété  d'être  divisées  en  inuolution 
parles  droites  conjuguées  rectangulaires ,  seront  les  axes 
de  la  conique  y  et  sur  chaque  axe,  les  points  doubles  se- 
ront de  part  et  d'autre  du  centre  et  à  égales  distances. 
Je  désignerai  ces  points  par  f^  j^  ;  f\  f\ . 

Etant  donnée  une  droite,  il  y  en  a  toujours  une  autre, 
et  une  seule,  qui  jouit  de  la  propriété  d'être  à  la  fois 
conjuguée  et  perpendiculaire  à  la  proposée;  car  cette 
seconde  droite  s'obtient  en  prenant,  le  pôle  de  la  pre- 
mière ,  et  en  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire 
sur  cette  dernière  droite.  Si  donc  «,  «j  sont  les  points 
d'intersection  d'une  droite  A  avec  les  axes  d'une  co- 
nique; a',  a\  les  conjuguées  de  ces  points  respective- 
ment par  rapport  à  Jfi,,  f'J\'-)  ^^  droite  A',  qui  passe 
par  a\  «'^ ,  est  conjuguée  et  perpendiculaire  à  A;  car, 
soient  a,  a'  le  point  d'intersection  de  A  avec  la  droite  de 
1  infiui  et  son  conjugué  par  rapport  aux  points  que  j'ai 
appelés  p,  q  :  les  trois  points  a',  a\ ,  a'  sont  en  ligne  droite 
[Géométrie  supérieure ,  n°  349)  ;  ce  qui  prouve  d'abord 
que  A,  A'  sont  rectangulaires,  puisque  ces  droites  passent 
respectivement  par  a,  a',  et  ensuite  qu'elles  sont  conju- 
guées, puisque  la  conjuguée  de  A  jouit  de  la  propriété  de 
passer  par  a'  et  a\ .  Si  1  ou  faisait  la  perspective,  on  retom- 
berait sur  cette  propriété  connue,  que  «  siVou  a  un  qua- 
»  drilatere  vnn'nn'  circonscrit  à  une  conique  et  une 
»  droite  A  ,  le  pôle  de  cette  droite  et  les  points  conjugués 
M  harmoniques  de  A,  mm\  A,  n7i\  respectivement  par 
»  rapport  à  m  .,  ni'  et  n,  /z',  sont  en  ligne  droite,  ou  que 
»  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  par  rapport  à  toutes  les 
1)  coniques  inscrites  dans  le  même  quadrilatère  est  une 
■»  droite.  »  11  suit  de  là  que  si  Ion  prend  sur  un  axe  deux 
poitits  a ,  a'  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
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points  y,  fy  qui  s'y  trouuent,  un  point  quelconque  de  la 
circonjerence  décrite  sur  aa'  comme  diamètre,  jouira 
de  la  propriété  que ,  si  on  le  joint  à  a  et  a',  on  aura  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  :  donc,  relativement  à 
liin  quelconque  des  points  désignés  par  f^  fy^  f,  f\- 
deux  droites  conjuguées  sont  rectangulaires ,  puisqu'on 
peut  considérer  ces  points  coname  étant  des  cercles  infi- 
niment petits.  Ces  points  remarquables  sont  appelés  les 
foyers  de  la  conique.  Il  est  évident,  par  ce  qui  précède, 
qu'il  n'y  en  a  que  quatre ,  et  que  deux  sont  réels  et  deux 
imaginaires. 

Si  deux  faisceaux  en  involution  sont  formés  par  un 
angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet,  leurs  rayons 
doubles  font ,  avec  une  di  oite  quelconque ,  des  angles  dont 
les  tangentes  sont  -\-i,  " —  i  [Géométrie  supérieure,  n"  1 81  ) . 
Cette  propriété  appartient  donc  aux  tangentes  à  une  co- 
nique issues  de  l'un  de  ses  foyers. 

Si  donc  a,  (3  sont  les  coordonnées  d'un  foyer  d'une 
conique,  les  tangentes  issues  de  ce  point  auront  pour 
équations  (les  axes  étant  rectangulaires) 

(x— a)-f-  (j_[i)/~o, 
(^_a)  — (jr— p)/  =  o; 

1  équation  de  la  conicjue  sera  donc  de  la  forme 

(■r  —  a)^  +  (  j  —  P  )^  +  X  X=  =  o  , 

X  =  o  étant  l'équation  de  la  corde  des  contacts. 

Cette  propriété  remarquable  dont  jouissent  les  tan- 
gentes à  une  conique  issues  de  l'un  de  ses  foyers,  de  faire 
avec  une  droite  quelconque  des  angles  dont  les  tangentes 
sont  -l-i  et  — i ,  peut  servir  à  déterminer  les  foyers.  Pour 
cela,  il  faut  clicrcher  l'intersection  des  axes  avec  les  tan- 
gentes, ce  qui  est  facile;  car,  si  l'on  prend  deux  tangentes 
A,  A'  symétriques  par  rapport  à  un  axe,  une  tangente 
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mobile  tracera  sui  elles  deux  divisions  liomographiques 
qui  pourront  s'exprimer  au  moyen  dune  équation  très- 
simple;  une  seconde  équation  sera  fournie  par  la  condi- 
lion  que  les  tangentes  en  question  font  avec  la  droite  A, 
par  exemple,  un  angle  égal  à  arc  tangi-^  les  positions  des 
tangentes  qui  passent  par  les  foyers  seront  donc  bien  dé- 
terminées par  ces  deux  équations,  et  en  pienant  leurs 
intersections  avec  Taxe ,  on  aura  les  foyers  -,  de  même  pour 
l'autre  axe.  On  trouve  ainsi  que  ,  dans  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole, les  foyers  ne  sont  pas  à  linfini ,  et  que  dans  la  para- 
bole ,  il  n'y  a  qu'un  foyer  réel  non  à  l'infini. 

Si  d'un  point  a  on  mène  à  une  conique  deux  tangentes 
M ,  ]M',  et  des  droites  à  dc;ux  foyers  conjugués  quel- 
conques,/^ f  par  exemple,  les  angles  (M,  M'),  [a/  afx) 
ont  même  bissectrice.  Car,  si  on  joint  le  point  a  aux  points 
/),  q^  ces  deux  droites  et  les  quatre  autres  forment  un  fais- 
ceau en  involution;  mais  les  angles  («/^,  «^),  (M,  M') 
ont  évidemment  même  bissectrice;  il  en  est  donc  de  même 
des  angles  [aj\  o/i),  (M,  M')  [Géométrie  supérieure, 
n"  247).  Il  suit  de  là  que  la  tangente  est  également 
inclinée  sur  les  droites  qui  joignent  le  point  de  contact  à 
deux  foyers  conjugués.  On  en  déduit  immédiatement 
que 

(if  -\-  of\  =  COllSt. 

(rt  étant  un  point  de  la  courbe). 

Le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  deux 
foyers  conjugués  sur  une  tangente  quelconque  est  con- 
stant. En  etfet,  le  produit  des  distances  des  points  />>,  q  à 
cette  droite  est  constant,  puisqu'il  est  proportionnel  au 
pioduit  des  tangentes  des  angles  que  fait  la  tangente  pro- 
posée avec  les  droites  qui  joignent  le  point  de  contact  aux 
|)oints  /?,  q-.,  et  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une 
conique,  on  sait  que  le  produit  des  dislances  d  une  tan- 
gente à  deux  sommets  opposés  est  au  produit  des  distances 
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de  celte  même  droite  à  deux  autres  sommets  opposés ,  dans 
un  rapport  constant. 

La  propriété  que  possèdent  toutes  les  coniques  confo- 
cales  d'être  tangentes  à  deux  mêmes  droites,  rend  évi- 
dente cette  proposition,  que,  quand  on  fait,  tourner  an- 
tour  rie  son  sommet  un  angle  de  grandeur  constante , 
les  rayons  doubles  des  faisceaux  hom,o graphiques  for- 
més par  ses  côtés  sont  toujours  les  mêmes,  quelle  que 
soit  la  grandeur  de  V angle.  Car,  soient  une  conique 
S^yun  de  ses  foyers  réels,  et  (A,  A')  un  angle  dont  le 
sommet  est  en  f\  si  on  fait  tourner  tout  le  système  au- 
tour du  foyer  et  d'un  angle  quelconque ,  le  rapport  anhax- 
monique  de  A ,  A'  et  des  deux  tangentes  à  la  conique  ne 
changera  évidemment  pas,  et  les  équations  de  ces  der- 
nières droites  resteront  toujours  les  mêmes.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  toute  conique  a  au  moins 
un  foyer  réel  non  à  l'infini  \  il  suit  de  là  que  toute  conique 
peut  être  placée  sur  un  cône  ci  base  circulaire.  Car,  soient 
f\e  foyer  de  la  conique  proposée,  F  sa  polaire 5  que  l'on 
mène  par  le  foyer  un  plan  perpendiculaire  à  F,  et  que, 
dans  ce  plan,  on  décrive  un  cercle  dont  le  centre  soit  lo 
pied  de  la  perpendiculai  re  abaissée  du  foyer  sur  sa  polaire , 
et  le  rayon  la  longueur  de  cette  perpendiculaire  :  d'un 
point  quelconque  w  de  ce  cercle,  on  verra  sous  un  angle 
droit  le  segment  compris  entre  deux  points  conjugués  si- 
tués swv  p  ;  si  on  fait  la  perspective  sur  un  plan  parallèle  à 
celui  qui  passe  par  w  et  F,  la  courbe  obtenue  ainsi  sera 
une  conique,  et  comme  toutes  les  droites  conjuguées  pas- 
sant par  son  centre  sont  rectangulaii'es,  ce  sera  un 
cercle. 

11  résulte  immédiatement  de  Téquation  aux  foyers  obte- 
nue précédemment,  que  la  distance  d'un  point  d'une 
conique  ii  un  foyer  est  une  fonction  rationnelle.,  entière 
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et  du  premier  degré   des  coordonnées  de  ce  point ,  el 
que  /e  rapport  de   cette  distance  du  même  point  à  la 
polaire  du  foyer  est  le  même  pour  tous  les  points  de  la 
courbe. 

Celte  dernière  propriété  peut  se  démontrer  autrement, 
et  pour  cela  établissons  deux  lemmes  préliminaires. 

«  i".  Si  Von  mène  à  une  conique  des  tangentes  aux 
»  extrémités  d'un  axe,  elles  intercepteront  sur  une  tan- 
')  génie  quelconque  un  segment  qui  sera  "vu  d'un  fojer 
»  situé  sous  un  angle  droit.  En  effet,  soient  A  ,  A',  a,  a', 
»  M,  m',  y,  F  les  tangentes  aux  extrémités  d'un  axe, 
')  leurs  points  de  contact,  la  tangente  mobile,  son  point 
»  de  contact,  le  foyer,  sa  polaire^  le  faisceau  obtenu  en 
»  joignant  le  foyer  y  aux  points  a ,  A  M ,  m ,  M  F  est  har- 
»  monique ,  et  les  deux  droites  /^  AM ,  fK  F  sont  recîan- 
n  gulaires  comme  conjuguées  relatives  aux  foyers  5  donc 
»yAM  est  bissectrice  de  Tangle  (/a,  //»)  5  de  même 
))y  A'M  est  bissectrice  de  l'angle  [Ja',fm)  :  le  théorème 
»  est  donc  démontré ,  puisque  les  deux  angles  sont  adja- 
»  cents  et  supplémentaires.  Ce  théorème  fait  voir  que, 
»  dans  la  parabole ,  le  lieu  de  la  projection  du  foyer  sur 
»  une  tangente  mobile  est  la  tangente  au  sommet. 

»  a".  Si  on  prend  sur  Vaxe  au'  d'une  conique  un 
»  point  y  et  la  polaire  F,  et  quen  y  on  élève  sur  aa'  une 
»  perpendiculaire  G,  une  tangente  quelconque  M  cou- 
r)  pera  G  et  T  en  deux  points  G  M,  F  M,  tels  que  Von 
»  aura 

/,GM 


/,rM 


const. 


')  J  étant  un  foyer  situé  sur  Vaxe  aa' .  En  effet,  le  fais- 
»  ceau/ÂM,  /GM,/,  AT' M,  /,  FM  est  harmonique^ 
»  mais  Tangle  des  deux  droites  /A  M,  /A'  M  est  droit 
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»  d'après  le  lerame  précédent;  donc  /A' M  est  bisscc- 
»   trice  de  l'angle  des  deux  droites  /MG,  /MT;  par 
»  conséquent , 


/M  G       MG,1\IA'       vrt' 

•'  z=  _  —  =  - — 7  =  const. , 

/Mf        Mr,  MÂ^       S" 

»  g  étant  le  pied  de  la  polaire  sur  l'axe. 

»  Cela  posé,  prenons  le  foyer  y"  pour  le  point  y,  et 
))  abaissons  du  point  m  une  perpendiculaire  mp  sur  F5 
))  les  deux  triangles  fmp ,  /  GM  FM  sont  semblables 
))  comme  ayant  les  angles  égaux ,  puisque  le  quadrilatère 
yyfniMFp  est  inscriptible ,  les  angles  (/}«,/"  MF), 
))  {pm,  F)  étant  droits;  donc 

mp        n' g 

»  la  polaire  du  foyer  est  donc  la  directrice.  On  voit  faci- 
»  lement  que,  dans  la  parabole,  ce  rapport  est  égal  à 
»  l'unité.  » 

Problème.  — Faire  la  perspective  S  d'une  conique^,, 
de  telle  sorte  que  les  perspectives  y,  f^  de  deux  points 
donnés  9,  ©1  dans  le  plan  de  Z,  soient  les  foyers  de  S. 

Construisons  le  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  2, 
dont  deux  sommets  opposés  sont  cp,  cp,:  soient  tt,  y ,  cp',  ip', 
les  deux  autres  sommets  de  côtés  opposés  \  soient  aussi  «,  a' 
deux  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  tt,  j^: 
il  existe  dans  le  plan  S,  deux  points  w,  o)i,  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  droit  tous  les  segments  tels  que  a,  a' .  Que 
l'on  décrive  sur  o),  roi  comme  diamètre,  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  S  une  circonférence  de  cercle,  tous 
ses  points  jouiront  de  la  même  propriété  que  <■«)  et  0)1  ; 
qu'on  prenne  un  de  ces  points  o,  et  qu'on  fasse  la  per- 
spective sur  un  plan  parallèle  au  plan  o  7:/  ,  le  problème 
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sera  résolu.  On  peut  opérer  de  la  même  manière  sur  cp',çp , . 
On  voit  par  ce  qui  précède  que  le  problème  est  impos- 
sible, quand  les  tangentes  menées  de  l'un  des  points  n  ,  j^ 
à  la  conique  sont  réelles  et  ne  coïncident  pas  ;  car,  dans 
ce  cas,  0),  o)i  sont  imaginaires.  On  voit  aussi  qu'il  y  a 
deux  systèmes  de  solutions  (*). 

«  Obseivation.  — Ce  problème  ne  diflêre  pas  de  celui- 
»  ci,  résolu  par  M.  Chasles  :  Faire  la  perspective  d'une 
))  conique t  de  telle  sorte  qu  un  point  devienne  unjbyer 
»  et  qu'une  droite  passe  à  linjini.  La  droite  en  question 

»   est  TTJ^.  )) 

Dans  toute  parabole,  la  sous-nonnale  est  constante. 
Soient  n  le  pied  de  la  normale  au  point  m  ,  t  celuide  la 
tangente ,  _/  le  foyer,  a  le  sommet ,  p  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ni  sur  Taxe  j  np  est  la  sous-normale  : 
les  deux  points  p,  /forment  sur  l'axe  deux  divisions  lio- 
mograpbiqucs ,  puisqu'ils  sont  à  égales  distances  du  point 
«;  mais  les  deux  points  n  et  f  forment  aussi  deux  divi- 
sions bomograpbiques  ,  puisqu'ils  sont  à  égales  distances 
du  foyer  5  donc  n  et  p  forment  aussi  deux  divisions  bomo- 
grapbiques :  les  points  doubles  de  ces  divisions  coïncident 
évidemment  et  sont  à  l'infini;  le  tbéorème  est  donc  dé- 
montx'é.  (^Géométrie  supérieure ,  n°  169.) 

Les  tangentes  menées  à  la  parabole  d'un  point  de  la 
directrice  soTit  rectangulaires.  Soieïit  a,  M,  M',  w,  m', 
F,y^  A  le  point  donné  sur  la  directrice,  les  tangentes  à  la 
courbe  menées  de  ce  point ,  leurs  points  de  contact ,  la  di- 
rectrice, le  foyer  et  l'axe  :  la  tangente  M  est  snvfni  et  sur 
l'axe;  donc  elle  est  la  bissectrice  de  l'angle  (F,  ocf),  puis- 
que les  côtés  de  cet  angle  sont  respectivement  perpendicu- 
laiies  aux  droites  A  cijni.  11  en  est  de  même  pour  M',  rela- 
tivement au  supplémentaire  de  l'angle  (F,aj)-,  donc,  etc. 

(*)  (^ommenl  ccUc  belle  solulion  n'a-l-cllc  pas  ullirc  l'HlIention  des 
juges;' 
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Je  citerai  encore  une  propriété  remarquable  des  foyers. 
Soient  deux  tangentes  O,  O'  à  une  conique,  et  un  point 
extérieur  a  5  si  l'on  mène  une  tangente  mobile  qui  coupe 
O  et  O'  en  m  et  m',  les  deux  droites  a  //*,  am'  forment 
deux  faisceaux  liomographiques  dont  les  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  à  la  conique  issues  de  a;  donc,  si  a  est 
un  foyer j  Vaîigle  m  a  ni'  est  constant.  Comme  dans  la 
parabole ,  les  divisions  formées  sur  les  tangentes  fixes  sont 
semblables  :  1  angle  constant  mam'  est  égal  à  l'angle  foi^mé 
par  les  tangentes  fixes  \  donc  le  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  circonscrit  à  la  parabole  passe  au  foyer. 

Cinq  conditions  sont  nécessaires  pour  déterminer  une 
conique  (les  centres  o.,  o'  des  faisceaux  générateurs  et  trois 
points  de  la  courbe)  5  mais  s'il  s'agit  d'une  pai aboie, 
quatre  suffisent;  car  on  sait  que  la  courbe  est  tangente  à 
la  droite  de  l'infini. 

Noie  du  rédacteur.  —  Celte  pièce  a  été  présentée  au 
grand  concours  de  i853,  et  nous  regrettons  vivement 
qu'elle  ait  été  écartée  de  prime  abord  comme  ne  rentrant 
pas  dans  les  termes  du  programme.  Celte  composition  a 
un  tel  cachet  de  supériorité,  qvi'clle  méritait  sinon  le 
premier  prix,  au  moins  d'être  couronnée  hors  rang. 

Les  prix  d'honneur  viennent  enfin  d'être  officiellement 
publiés.  On  ne  i-aurait  trop  applaudir  à  cette  excellente 
détermination.  La  composition  couronnée  en  Mathéma- 
tiques supérieures  .représente  une  bonne  leçon  ,  fidèle- 
ment répétée,  nettement  rédigée  et  méritait  une  hono- 
rable distinction.  Nos  regrets  n'en  subsistent  pas  moins. 
Pourquoi  n'avoir  pas  accordé  deux  premiers  prix. ^  et  sur- 
tout pouiquoi  n'avoir  pas  accordé  la  plus  légère  approba- 
tion au  milieu  de  huit  accessits,  à  un  travail  du  premier 
ordre;  travail  d'écolier,  exécuté  dans  un  temps  liniiu'\, 
VA  qui  ferait  honneur  à  un  professeur  :^ 
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SÉPARATION  DES  HICINES  DINE  ÉQUATION  ALGÉBRIQliE 
PAR  LA  MÉTHODE  DES  DIFFÉRENCES  ; 

Par  m.  DESBOVES, 

Professeur  au  Lycée  Bonaparte. 


I. 

Le  but  de  cet  article  est  de  montrer  comment  on  peut 
rendre  plus  expéditive  et  plus  sûre  l'application  de  la 
méthode  des  différences  au  problème  de  la  séparation  des 
racines.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  équations 
algébriques ,  et  nous  prendrons  d'abord  pour  exemple 
l'équation 

x^  -{-  II  J7'  —  io2.r4-  i8i  =o; 

le  tableau  (A) 

TABLEAU   (A). 


.r 
y 

-18 

—  17 

—  I 

0 

I 

2 

3 

I 

4 

i3 

5 

—  25l 

180 

293 

181 

9' 

29 

A 

43o 

352 

— 112 

—  90 

-62 

-28 

12 

58 

1 10 

à. 

—  80 

-  74 

22 

28 

34 

40 

46 

52 

58 

A3 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

([ui  met  sous  les  yeux  du  lecteur  les  premiers  calculs  re- 
latifs à  la  séparation  des  racines  de  l'équation  proposée, 
nous  permetlra  de  rappeler  brièvement  la  marche  ordi- 
nairement suivie.  On  sait  qu'après  avoir  calculé  une  pre- 
mière ligne  verticah;  conlenant  les  nombres  293,  —  112, 
22,  6,  on  forme,  vers  la  droite  et  vers  la  gauche  du  tableau, 
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des  lignes  de  nombres  parallèles  à  la  première  el  qui  se 
déduisent  chacune  de  la  précédente.  On  arrête  d'ailleurs 
le  tableau  vers  la  droite  et  vei^s  la  gauche,  aux  nombres 
5  et  —  iS,  à  moins  que  la  simple  inspection  de  l'équation 
n'ait  déjà  donné  des  limites  préférables;  5  et  —  18  sont, 
en  effet,  les  limites  respectives  des  racines  positives  et 
négatives  de  l'équation,  puisque  les  colonnes  verticales 
correspondant  h  x  =  3  et  x  =  —  18,  contiennent,  la 
première,  des  nombres  tous  positifs,  la  seconde,  des 
nombres  alternativement  positifs  et  négatifs  (*). 

Le  tableau  (A)  étant  formé,  ou  en  déduit  un  autre  ta- 
bleau (A')  correspondant  à  des  valeurs  de  x  équidistantcs 
d'un  dixième  ;  de  celui-ci  on  en  déduit  un  troisième,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  que  les  racines  soient  entièrement 
séparées  :  telle  est  la  méthode  que  l'on  suit  habituelle- 
ment. 

Une  première  simplification  que  j'introduis  dans  la 
méthode,  consiste  à  remplacer  du  côté  des  x  positifs  le 
calcul  des  lignes  verticales  par  le  calcul  des  lignes  obli- 
ques comme  l'indique  le  tableau  (B)  : 

TABLEAU  (B). 


X 

—  I 

0 

I 

2 

3 

4 

y 

293 

iSi 

.91 

^^29 

,1 

J^ 

A 

—  112 

—-OO-" 

-62- 

<^28^ 

12^ 

à.. 

22-- 

-     28--^ 

^  .34- 

"  Ao^ 

A. 

6^ 

-^  6^ 

^  6/ 

{"  )  Liniile  du  programme  officiel.  —  Autre  limite  non  l'ormuloo  dans 
le  programme,  mais  qui  se  démontre  de  même. 
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Une  première  ligne  oblique  formée  des  nombres  6,  22, 

—  90,  91  étant  calculée  à  la  manière  ordinaire,  on  en 
déduit  la  ligne  suivante  qui  contient  les  nombres  6,  28, 

—  62,  29  ,  d'après  les  égalités 

28=r22  +  6;       — 6?.  ::=  28 —  tjO  ;       29  =  91   —  62; 

et  ainsi  de  suite. 

Le  tableau  (B)  étant  construit,  on  en  déduira  un  ta- 
bleau (B'}  de  nouvelles  lignes  obliques  correspondant  à 
des  valeurs  de  x  équidistantes  d'un  dixième 5  du  ta- 
bleau (B')  on  déduira  un  tableau  (B"),  et  ainsi  toujours 
de  même. 

On  voit,  d'après  le  tableau  (B)  comparé  au  tableau  (A), 
que  l'on  connaîtra  maintenant  le  résultat  de  la  substitution 
d'un  nombre,  3  par  exemple,  par  le  calcul  d'un  moins 
grand  nombre  dedillérenccs,  et  l'on  aura  d'ailleurs  l'avan- 
tage d'être  conduit  par  ce  calcul  à  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  plus  simple  et  plus 
avantageuse  que  la  limite  du  programme.  Nous  allons, 
en  effet,  démontrer  tout  à  l'beure  que  les  tableaux  (B), 
(B^) ,  etc. ,  sont  terminés  dès  que  les  nombres  écrits  dans 
une  ligne  oblique  sont  tous  positifs.  Ainsi ,  d'après  cette 
règle,  4  est  une  limite  supérieure  des  racine»  positives  de 
l'équation  proposée,  tandis  que  nous  avions  trouvé  5  d'a- 
près l'ancienne  règle  :  l'avantage  de  la  nouvelle  limite 
sera,  en  général,  d'autant  plus  marqué  que  l'équation 
sera  d'un  degré  plus  élevé. 

Si,  par  exemple,  on  applique  la  règle  du  programme 
à  l'équation 

X'  —  I  o  a:'  H-  6  a-  4-  I  =  G , 

dontFourier  s  est  occupé,  on  trouve  8  pour  limite  supé- 
rieure des  racines  positives,  tandis  que  notre  règle  con- 
duit au  nombre  4  7  il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que 
notre  limite,  qui  est  généralement  inférieure  à  1  autre,  ne 
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peut  jamais  être  plus  grande;  mais  je  n'insiste  pas  plus 
longtemps  sur  ces  détails. 

II. 

Le  théorème  que  nous  proposons  de  démontrer  est  une 
conséquence  immédiate  de  la  formule 

f[x)z=zfa-^'^~^^[a- 


+ 


qui  peut  remplacer  dans  tous  ses  usages  la  formule  ordi- 
naire d'interpolation  :  elle  diffère  de  celte  dernière, 
comme  on  voit,  par  les  coefficients  des  différences  et  par 
les  différences  elles-mêmes.  Les  différences  ne  sont  plus 
relatives  à  une  même  valeur  de  la  variable  x,  mais  à  des 
valeurs  a  —  h^  a  —  2/1,...  ^  a  —  mh  ,  décroissant  suivant 
la  raison  d'une  progression  arithmétique.  11  est  bien  en- 
tendu, d'ailleurs,  que  nous  supposons  que/(j:)  est  un 
polynôme  entier  du  degré  m ,  et,  par  suite,  que  la  diffé- 
rence (  m  +  1  )"■""'  est  nulle. 

Démonstration  de  la  formule  (i). —  jNous  remarquons 
d  abord  que,  parla  construction  même  du  tableau  (B) , 
chacun  des  nombres  d'une  ligne  oblique  est  la  somme  de 
tous  les  nombres  de  la  ligne  oblique  précédente  jusqu'au 
nombre  de  même  rang  que  lui.  Ainsi,  par  exemple,  la 
ligne  correspondant  à  j:  =  i  ayant  été  calculée,  on  a 
chacun  des  nombres  de  la  colonne  suivante  par  les 
inégalités 

6  =  6,     28  =  22-1-6,     — 62=: — 9o-f-22-f-6, 
29  =  91  —  90-1-22-1-  6. 

Ou  voit  par  là  que  chacune  des  lignes  obliques  se  déduit 
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de  la  précédente,  comme  une  ligne  lioiizonlale  du  triangle 
de  Pascal  se  déduit  de  celle  qui  la  précède;  seulement 
les  nombres  de  la  première  ligne  oblique  ne  sont  pas 
égaux  à  l'unité,  comme  les  nombres  de  la  première  ligne 
horizontale  du  triangle  arithmétique. 

Mais  si  l'on  écrit  sur  une  première  ligne  horizon- 
tale {ni-\-  x)  nombies  quelconques  P,  M,  IN,,..,  B,  C,  A, 
au-dessous  une  seconde  ligne  horizontale  déduite  de  la 
première  d'après  la  pi'opriété  caractéristique  du  triangle 
de  Pascal  que  nous  venons  de  rappeler,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  Ion  ait  en  tout  //  +  i  colonnes  horizontales, 
on  formera  un  triangle  tout  à  fait  analogue  au  triangle 
arithmétique.  On  voit  alors  facilement  que  le  (m  +  i)'^'"' 
nombre  de  la.  [n  -{-  i  )""'""  colonne  horizontale  du  nouveau 
triangle  s'obtiendra  en  multipliant  les  nombres  de  la 
n'"""  colonne  du  triangle  ordinaire  respectivement  par  A , 
B,C,...,M,N,P. 

En  appliquant  cette  remarque  aux  tableaux  (B) ,  (B') , . . . , 
on  peut  supposer  que  A  ,  B ,  C  , . . . ,  M ,  N ,  P  représentent 
respectivement 

/(<7),      A{a—/i),      A,(a  —  2A),  .  .  .,      A„,(fi  —  ni/i) , 

c'est-à-dire  les  nombres  de  la  ligne  oblique  correspon- 
dant à  .r  =  rt,  dans  celui  des  tableaux  (B) ,  (B'),...,  pour 
lequel  l'intervalle  des  valeurs  de  x  est  égal  à  h. 

Le  (m-hi)'"'"'  nombre  de  la  [n-hi)'^'""  colonne  oblique 
est  d'ailleurs y^( a  H-  nh)-^  on  aura  donc  la  formule 

/(rt  +  n/i)  =/{a)-h  nA{a  —  h)  4-  "^'^  "^  ^K,{a—2/i)  +  ... 

n{n  -h  i){n  -h  2)...{n-i-m  —  i  )  ^     ,  ,  . 

H ^ à^  [fi  —  mh); 


et  si  l'on  pose 


nh 
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jd'où 

k  X  —  a 


n  ■=. 


la  formule  devient 


h        \      h  !       \      Il 

et  l'on  voit  facilement  que  si  l'on  y  fait  successivement 

X  r=z  a  ^      X  =z  a  -ir  h,  .  .  . ,      x  z=  a  -\-  ni/i , 

la  fonction  y  (je)  prend,  en  effet,  les  valeurs  correspon- 
dantes qu'elle  doit  avoir.  Le  second  membre  de  la  formule 
précédente  étant  égal  au  polynôme  f{ji^)  pour  (m  -f-  i) 
valeur  de  X,  lui  est  complètement  identique,  la  formule 
d'interpolation  (i)  est  donc  démontrée. 

Si  maintenant,  pour  une  certaine  valeur  x  =  «,  les 
nombres 

f[a),      A(c  —  2A),      A,(<7  —  ih),...,      ^m{n  —  w/i), 

c'est-à-dire  les  nombres  d'une  ligne  oblique,  sont  des  nom- 
bres positifs,  la  formule  d'interpolation  (i)  prouve  que 
pour  toute  valeur  de  x  égale  ou  supérieure  à  a,  f{x)  res- 
tera toujours  positive;  a  est  donc  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation. 

III. 

Il  faut  maintenant  montrer  comment  le  tableau  c[ue 
nous  avons  appelé  (R')  se  déduit  du  tableau  (B). 

La  question  revient  à  trouver  les  équations  qui  lient  les 
tî  et  A  des  lignes  obliques  (comme  dans  le  Mémoire  de 
M.  Vieille,  les  cJ  et  A  coirespondent  respectivement  aux 
intervalles  h  et  i). 

Aiui- (le  Mnihcrvnt  .  (.  XIII.   (Février  i854 .)  ^ 
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M,  Vieille  a  liouvé  les  équations  qui  lient  les  d  et  A 
des  lignes  verticales  eu  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  X  dans  les  deux  développements  identiques 

X  /X 


+ 


/(«+X)=/(«)  +  X^-h-    --I 


X  /x 


1.2.3 


/( rt  4- X)  =r/(a)  +  X A  4- X  (X - 

H-  X(X—  i)(X—  2) 


I  .2 


1.2.3 


mais  SI  nous  posons  x  —  a  = 
terpolation  ,  il  viendra 

/{a  +X)  =/(fl)  +  ^^  +  7^ 


X  dans  notre  formule  d  in- 


si ,  de  plus  ,  on  fait  /i  =  i .  on  aura 


I  .  2 


X  /x 


/.  (t+^ 


+  2 


'^. 


3' 


/^(rt4-X)=/(«)  +XA-i-X(X+  i)-^ 

X(X+i)(X  +  2)     A3 


1.2.3 


1.2.3 


[pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture  ,  nous  avons  sup- 
primé les  indices  {a  —  h) ,  {a  —  2  h )....,  dans  les  deux 
derniers  développements]. 

La  méthode  de  M.  ^  ieille  donnera  encore  les  équations 
entre  les  nouveaux  J  et  A  par  l'identiGcation  des  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  derniers 
développements  ;  mais  on  remarque  que  ces  deux  derniers 
développements  se  déduisent  des  deux  précédents  par  le 
changement  de  X  eu  —  X,  et  par  le  changement  de  signe 
des  ^  et  A  d'indice  impair.   On  voit  ainsi  que  les  pre- 
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mières  relations  entre  les  â  et  A  donneront  immédiate- 
ment les  secondes  par  le  simple  changement  de  signe  des 
coefficients  des  J  et  A  dont  l'indice  est  impair  5  il  est  dès 
lors  permis  de  dire  que  la  méthode  que  nous  proposons 
ne  conduit  à  aucun  calcul  nouveau,  les  nouvelles  équa- 
tions étant  connues  pai'  cela  même  que  les  autres  le  sont, 
et  réciproquement. 

IV. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  notre  but  était  plutôt 
d'arriver  à  la  conclusion  que  nous  venons  d'énoncer  que 
d'indiquer  un  moyeu  simple  de  former  les  équations  entre 
les  cJ  et  les  A. 

Mais  nous  allons  maintenant  donner  une  règle  pratique 
très-commode  pour  écrire  immédiatement  ces  équations. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  sépa- 
rer les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré ,  et 
soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  les  relations  entre 
les  â  et  les  A  des  lignes  obliques. 

Les  quatre  équations  seront 

S         O2         5,        'îs  ,    /  A         A^         Ai         A< 

1234  \  I        2        3       4 


rj,  —  /r      A,  -f-  A,  H A, 


12  \  12 


3  /  3 

rj,  +  -  rî,  =   /,■       A,  +  -  A, 
2  V  2 


1  0,  —  /,■■  A,  ; 

le  premier  membre  de  la  première  équation  s'obtient  en 
divisant  'J ,  â^,  J^ ,  d,,  respectivement  par  leurs  indices, 
et  faisant  la  somme  des  quotients. 

Pour  avoir  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  , 
on  fait  inic  opération  analogue  à  celle  de  la  niulliplica- 

5. . 
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tion  abrégée  des  nombres;  on  multiplie 

S  S-i  0,  0; 

I  2         i         4 

par  3+2-^7' 

en  commençant  chaque  produit  partiel  au  terme  du  mul- 
tiplicande qui  est  au-dessus  du  terme  du  multiplicateur. 
On  ajoute,  d'ailleurs,  les  indices  comme  s'ils  représen- 
taient des  exposants.  Le  calcul  est  indiqué  ci-dessous  : 


1 

i  -h- 

2 

^:> 

I 

*.; 

1 

-h- 

1 

I 

^4 

I 

+  3 

<î,-f-d^ 

,-f-  —  ^ 
12 

'■> 

pour  avoir  le  premier  membre  de  la  troisième  équation  , 
on  multiplie,  suivant  la  l'ègle  précédente, 


K   4-  <Î3 


^> 


par 


et  ainsi  de  suite. 

Les  équations  (a)  montrent,  d'ailleurs,  comment  on 
peut  écrire  immédiatement  les  seconds  membres  quand 
les  premiers  sont  calculés. 

Les  équations  entre  les  J  et  A  des  lignes  verticales  s'ob- 
tiendraient par  un  procédé  analogue,  ou,  si  les  équa- 
tions (a)  étaient  déjà  formées,  on  les  déduirait  des 
équations  (a)  par  la  règle  que  nous  avons  précédemment 
donnée. 
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La  règle  pratique  que  nous  venons  de  démontrer  est  la 
conséquence  immédiate  de  la  formule  symbolique 

/^«/''(^•)=[-/(I_A)]^ 

dans  laquelle  f"  {x)  est  la  /î'^'"^  dérivée  d'une  fonction 
quelconque  de  x.  et  /  la  lettre  qui  indique  un  logarithme 
népérien.  Après  avoir  développé  la  n""""  puissance  du 
logarithme  népérien  de  (i  —  A) ,  et  remplacé  les  expo- 
sants par  des  indices,  on  a  une  formule  qui  fait  connaître 
les  dérivées  de  la  fonction  au  moyen  des  différences  des 
lignes  obliques.  La  formule  s'applique  en  particulier  aux 
fonctions  algébriques  en  considérant  comme  nulles  les 
différences  d'indice  supérieur  au  degré  m  de  la  fonction. 
Elle  n'avait  pas ,  je  crois  ,  encore  été  remarquée.  Elle  est , 
du  reste ,  analogue  à  la  formule  connue  de  Lagrange 
h''f-{x)={l{i  +A)]«, 

dans  laquelle  les  A  sont  les  différences  des  lignes  verti- 
cales. Les  deux  formules  se  démontrent,  d'ailleurs,  d'une 
manière  à  peu  près  semblable. 

Remarquons  en  passant  que  notre  formule  donne  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  limite  démontré 
au  §11,  si  l'on  s'appuie  sur  le  lljéorème  bien  connu 
de  Newton.  On  généralise  ainsi  la  démonstration  que 
M.  Four^ier-^  anson  avait  crue  applicable  seulement 
aux  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

V. 

Ordinairement,  après  avoir  trouvé  les  équations  entre 
les  d  et  les  A,  on  les  résout  par  rapport  à  J,  d^,  cJa,... , 
et  c'est  sous  la  nouvelle  forme  qu'on  les  applique;  mais  si 
l'on  remarque  que  les  équations  (a)  ,  telles  qu'on  les  a 
trouvées  d'abord,  sont  toutes  préparées  pour  le  calcul, 
puisque  la  dernière  ne  contient  que  CÎ4,  lavant-dernière 
(J4  et  ôi ,  et  ainsi  de  suite ,  on  voit  que  la  substitution  d'une 
forme  à  l'autre  ne  présente  guère  d  avantage;  mais  je  dis 


o 


qu'il  importe,  au  contraire,  de  conserver  aux  équations 
leur  forme  primitive. 
En  effet,  la  formule 

/(«-^x)=/(«)+/'(.o^  ^'^'""r^'^  ■•' 

démontrée  dans  les  cours  d'algèbre,  étant  rapprochée  de 
Vune  quelconque  des  quatre  formules  d'interpolation 
écrites  au  §  III,  montre  que  les  derniers  m.embres  des 
équations  tels  que  (a)  sont,  pour  une  valeur  x  =  a,  de 
même  signe  respectivement  que  f(^a),  y'(a),...,  f"'{a). 
Mais  d'après  le  théorème  de  Fourier,  les  deux  succes- 
sions de  signes  que  présente  la  suite  des  fonctions  f  {x). 
J' (x) ,  /"(.r),...,  pour  deux  nombres  a  cl  b ,  donnent 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  de  l'équation 
comprises  entre  a  ei  h  :  on  devra  donc ,  pour  procéder  ré- 
gulièrement à  la  séparation  des  racines  ,  voir  quels  sont  les 
signes  des  seconds  membres  des  équations  tels  que  (a)  (*)  • 
le  théorème  de  Fourier  pourra  alors  indiquer  des  inter- 
valles où  il  est  inutile  de  chercher  des  racines,  et  le  calcul 
se  trouvera  abrégé  de  beaucoup. 

Lorsque,  parla  considération  directe  de  l'équation  ou  la 
discussion  du  problème  qui  y  a  conduit,  on  saura  que 
l'équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  ou  que, 
du  moins,  ce  qui  arrive  le  plus  souvent,  on  connaîtra  leur 
nombre,  on  sera  conduit  sûrement  et  de  la  manière  la  plus 
rapide  à  la  séparation  des  racines. 

Nous  avons  supposé,  dans  notre  travail,  que  l'équa- 
tion proposée  était  algébrique,  mais  on  voit  bien  que  la 
méthode  peut  s'étendre  aux  équations  transcendantes. 

La  méthode  des  différences,  telle  que  nous  l'avons  mo- 

(  *  )  Si  les  sijjnes  corrcspoiulanl  à  un  nombre  a  sont  tous  positifs ,  <t  sera 
une  limite  supérieure  des  racines  positives.  On  peut ,  du  reste,  démontrer 
que  cette  limite  a  (supposée  entière  pour  plus  de  simplicité)  ne  peut  ja- 
mais être  inférieure  de  plus  de  (m  —  i  )  unités  h  la  limite  du  pi-oj^rammc 
et  h  plus  forte  raison  à  relie  que  nous  avons  fait  connaître. 
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(lifiée,  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  méthode  de  Budan; 
mais  nous  la  préférons  à  celle  dernière  à  cause  de  la  régu- 
larité et  de  l'uniformité  des  opérations  ,  et  surtout  à  cause 
de  sa  facile  extension  aux  équations  transcendantes. 

Nota.  La  formule  d'interpolation  que  nous  avons  dé- 
montrée §  II  est  comprise  dans  une  formule  plus  géné- 
rale donnée  par  Laplace  dans  son  Calcul  des  Probabi- 
lités. Celte  formule  est  la  suivante  : 


En  y  faisant  /'=  i,  on  retrouve  notre  formule. 

J'ai  démontré,  du  reste,  la  formule  de  Laplace  à  l'aide 
du  triangle  aritliniétique,  comme  je  l'ai  fait  pour  la  for- 
mule particulière. 


^IR  LES  FO^CTIO^S  DE  STURM; 

Par  m.   Brioschi  (F.), 
Professeur  à  l'Université  de  Padoue. 


On  appelle  généralement  yb/icz/on^  de  Sturni,  les  ré- 
sidus que  l'on  obtient  en  appliquant  la  méthode  du  cé- 
lèbre auteur  à  la  recherche  du  nombre  des  racines  réelles 
d'une  équation  algébrique.  Il  y  a  déjà  quelques  années 
que  M.  Sylvester  a  donné  sous  démonstration  (  r^oir 
t.  XI,  p.  4^^3)  des  formules  C|ui  représentent  ces  fonc- 
tions par  des  expressions  formées  avec  les  racines  de  ces 
équations.  Ces  formules  ont  été  démontrées  depuis  par 
M.  Sturm  (Journal  de  M.  Liouville,  l.  \II).  Parlant  de 
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ces  formules,  MM.  Cayley  et  Borchardt  sont  parvenus  à 
mettre  ces  formules  sous  la  forme  de  déterminants  des 
puissances  des  racines  de  l'équation  (Journal  de  M.  Liou- 
ville,  t.  XI  et  XII).  Enfin,  M.  Cayley,  en  faisant  usage 
de  moyens  indirects,  a  représenté  ces  fonctions  au 
moyen  des  coefficients  de  l'équation  (Journal  de  M.  Liou- 
ville,  t.  XIII,  p.  269;  1848).  Le  but  de  cette  Note  est  de 
parvenir  directement  à  des  formules  analogues  à  celles 
de  M.  Cayley. 

JYote  du  Rédacteur.  Nous  cioyons  nécessaire  de  faire 
précéder  ce  beau  travail  de  quelques  lemmes  sur  les  déter- 
minants. 

1 .  Lemme.  Dans  un  déterminant,  si  l'on  rend  identiques 
deux  colonnes  ou  deux  lignes,  le  déterminant  s'annule. 

2.  Lemme.  En  multipliant  par  la  même  quantité  tous 
les  termes  d'une  même  colonne  ou  d'une  même  ligne ,  le 
nouveau  déterminant  est  égal  au  premier  multiplié  par 
cette  quantité. 


3.   Lemme. 


b.. 


b,, 

C| 

b., 

c. 

+ 

^3, 

fj 

Ce  lemme  existe  pour  un  déterminant  quelconque  ,  et 
est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de  Taylor. 

i*"'  Corollaire.  Faisant  les  a  égaux  aux  &,  on  a,  en 
vertu  du  premier  lemme, 


^M 

b,, 

Ci 

b., 

b., 

c. 

= 

b.., 

b., 

c. 

a*"  Corollaire. 


rtj  +  /nb,,    b^,    Ci 
ri,  -\-nib ,.,    b,,    c^ 


b,,  c, 
b. ,  c. 
b , .    c. 


b, 


":■,     b,, 
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La  proposition  est  une  conséqueuce  du  précédent  corol- 
Jaire,  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif  5  et  comme 
il  s'agit  d'une  identité,  il  s'ensuit  que  la  proposition  est 
vraie  pour  une  valeur  quelconque  de  m. 

3*^   Corollaire. 


fil ,    1^2  +  niUï ,    c,  -i-  m^i  +  «t<2 


Conséquence  du  précédent  corollaire. 
1 .   Soit 

(p  [x)  z=z  x"  -h  rt,  A'"""'  +  Oj^""-  -+-...+  <7„_|  ^  +  a„  =  G 

l'équation  proposée  ^  et  soient  ^^  {x)  la  dérivée  du  poly- 
nôme çp  (x)  ,  et(]32  (-3^)5  93  (•^)  5  •  •  ■  5  les  résidus  obtenus  par  la 
méthode  de  M.  Sturm.  Nous  aurons 


"1, 

^., 

c, 

«2, 

^., 

Ci 

«3, 

^3, 

C3 

^2  =  ^i7i  —  ?;    <p3  =  92<72  —  ?M---; 
et  de  là 


«Pr-i'Zr-i  —7.-2; 


P;;  =  Oir),  —  (pN,;     (p,  =  ^,D2  —  ij-Nj,...,     .!pr  =  Dr_i  —  fNr-,; 


N,         N2 


D,         D, 

étant  les  réduites  successives  de  la  fraction  continue 


72 


7 .  — 


où  </, ,  <72,    <73,.--   soïï'^  les  quotients  du  premier  degré 
en  X. 

Les  doux  équations 


.,  —  cp,  D,._,  ~  a-N;._,. , 
,,  —  -5,  Tir  ^.,  —  -  N,.    , 
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doniicnl,  ayant  égard  à  ce  que  ]N,_i  D,_2 — -N,_  2  Dr_ï=i , 

(p     =  »,— I  D;._|  fr'Dr-2  5 


OU 

rfr      est  de  degré  /i  —  r, 
Dr_i  est  de  degré  r  —  i , 
Nr_i  est  de  degré  /  —  2. 
Faisons 

ç(,_0  =  A,_,.r''-^+'+..  . 
N,_,  =  è,_,x'— ^  +.  .  ., 

Dr_-|    =   fr-l  •^''~'    -h  ■    .    •    ; 

donc  la  valeur  de  ^  donne 

mais 

I 


7> 


-  X 


et  pour  avoir  le  plus  haut  terme  de  D,_, ,  il  faut  multi- 
plier le  plus  haut  terme  de  ^r-i  par  ffi  ;  donc,  ainsi 

'V-1  et  ^,-2  ont  donc  les  mêmes  signes:  ainsi  les  trois  séries 

?»   ?i  >   "F^j  •  •  •  5   <i"— "  >   î»-' 
I,    D„  D,,...,   D._„  D., 

o,    I,    rs,,...,  N,_,,  N,, 

lorsqu'on  y  fait  x'  =  +  ce  ,  présentent  les  mêmes  succes- 
sions de  permanences  et  de  variations;  de  même  en  y 
taisant  x  =  —  oc  . 

Ce  sont  des  séries  sigiialciicamcntc  equh'aletiti. 

2,   Soient  s^j,  «s,...,   y.„  les  //  racines  de  l'équation 


(  75  ) 
Si  l'on  substitue  une  quelconque  de  ces  racines,  soit  a,, 
dans  ridentité 

on  obtient 

<Pr(a,)  =  «p,(a,)Dr_,  (a,); 

par  les  formules  connues  de  la  décomposition  des  frac- 
tions ,  on  a 


?'  («i; 


o, 


'i     tpil 


"(a,)'-    >r(«,)_ 


■i  VlK'^s 


■?!   («i 


A., 


où  A,,  est  le  coefficient   de  x"   'dans  la  fonction  9,  (-f). 
Donc 

>     Dr-,{a,)  —  0,  >     a,D,_,(a,)=iO,.  ..  , 

•"■•1  ^""i 

V  («,)'--D,._,(a,)  =0,       y"  (aO^-'D._,(a,)  :=:  A,; 

faisons 

(2)  Dr_,  (a,)  =  c.v_,  a'— ' +r,._,  a'— =-f-.     .  +  c,  « -}- r„ 

et 

x,„  =  y"  +  a.;  ^-  ...  -f-  a^  =  >    (a,)"'  ; 

nous  aurons 

CuSo  -h  c,  .V,  4-  ...  +  tv-i  .y,—,  .=  0 , 


posons 


A,.= 


■Vo, 

i-,  ,  .   .    . 

,           AV-, 

i',. 

.^2,  .  .. 

,        -v, 

■«■r-2 

,     '^r— 1  j  • 

,   ,     •^'.r-:-, 

•V.| 

,     S,.,.  .  . 

»          -Vj,-, 
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on  a,  en  résoivant  les  équations, 

Ar  d.  A;.  A,  d.  \r 


A.  d.K 


Cr-\ 


Ar  dSr-i  àr      ds r  ■■■>-■'  ^^  ds,r-2 

et  ayant  égard  aux  équations  (2)  et  (i),  Ion  a 


(3; 


d  où 


X 


Vd.x 


--=î 


A.= 


A,_ 


d.l, 
Ar    d.\ 

^r  ds^r-. 


■x''~ 


d.A, 

dSr 


x-h 


d.àrl 

d^,\ 


et  comme 


A,  =  n 
on  aura,  pour  r  pair, 

Ar 

et  pour  /■  impair. 


Ar- 


car    Ar_ 


A,  =  J., 


d.Ar 
as 2  r—2 


(A.Ai 


A,_2) 


A,  A3 . . .  Ar_,  ; 


T.^ri 


Ar=  : [ r.  ArJ 


ainsi  le  signe  de  A,,  dépend  de  A^  ^  c'est  ce  qui  constitue  le 
théorème  de  M.  BorcharJt  (Journal  de  M,  Liouville, 
tome  XII,  page  58),  et  au  moyen  de  l'équation  (3),  on  a 
la  valeur  de  Dr_i  en  fonction  des  puissances  des  racines. 
3.  Calcul  de  A,..  Calculons  maintenant  A^  en  fonc- 
tion des  coejjicieuls  de  l'équation;  pour  fixer  les  idées, 
prenons  r=i^-^  alors 


A,  = 


I ,  G,     O,     0,     O,     O 

o,  1,0,0,0,0 

o,  O,     Sa,    ^1,    Si,    Si 

O,  S„    S,,    5j,    .>j,    .Vi 


(  77  ) 
Ajoutons  la  deuxième  colonne  à  la  première  multipliée 
par  «1 ,  on  a  les  six  termes 


» 


(o-hrti.i;      i-|-f7|0;      o-|-«i.o- 


ajoutons  la  troisième  colonne  à  la  deuxième,  multiplie'e 
par  ai,  et  à  la  première  multipliée  par  a^,  on  a  les  six 
termes 


:^) 


o  +  «,.o  -(- (72.  I  ;    o  -h  «,.  I  4- «,.0;   Ju +«i-0  H- rto.o; 


de  même 

(  o  +  (7,  .G  H-  «j.o  +  «j.  I  ;      o-f-fl,  ,o  4-  «5. 1  +  (73. o  ; 

r  )  { 
'I  ^,  H-  (7| .  .s,  -f-  <72 .  G  H-  cij .  o ,  etc .  ; 

et,  en  vertu  du  troisième  corollaire,  et  des  relations 
connues  enti'e  les  puissances  des  racines  et  les  coefficients 
de  l'équation ,  on  a 


^i 


fil-,  «j, 

fi,    [n —  i)(7|,    {n  —  2)  «2,    («  —  3)^3 
[n—\)n,,  [n  —  i)a^,  {n—^)a^,  («— 4)«4 


o,    I  . 

o,  o, 
o,  n , 
n,  {n — ijfl,,  [n—i)a;,  [n  —  Z)a:„  {n~^)a,„  [n—5)ûi 

flfi,     2^2,     3(7,,    ^rii,     5  «s,     6f?e 

La  première  colonne  est  la  même  que  celle  de  la  pre- 
mière expression  de  D4  ;  la  deuxième  colonne  est  la  li- 
gne (i)  -,  la  troisième  colonne  est  la  ligne  (c),  etc.  ;  la  loi 
de  formation  est  évidente. 

Ainsi ,  on  a  Al ,  et  par  conséquent  A;,  et  en  général  A,., 
en  fonction  des  coefficients  de  l'équation. 

4.  Calcul  rie  D, .  On  peut,  du  reste,  obtenir  de  la 
même  manière  D,._i  en  fonction  des  coefficients  de  lé- 
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quation .  En  elFet ,  on  a ,  par  exemple ,  pour  /•  =  3  , 


-fâ 


I  ,    jr,    x'^ 

^,  ,     .V.,  +  «,  .Vi  ,     ^3  -!-  «1  ■^s  +  Ih  .^0 

I  ,    .r  -t-  rt, ,      .r'  +  ciy  X  +  <7. 

«,    [n  —  \)  a,,   («  —  ?,)  «2 

rt  ,     2  <7.,  ,      3  «3 

I  ,    .r  -f-  «,  ,    j:^  4-  rt,  -î^  —  '■'ï 


or 


A,= 


A,  =  Ji,  ==  « 


«  ,     («  —   I  )<7| 
«>,,     2(72 


5.  Calcul  de  !pr-  Les  fonctions  de  Sturm  peuvent ,  par 
le  même  procédé ,  s'exprimer  facilement  en  fonction  des 
coefficients  de  l'équation.  La  théorie  de  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  donne 


m  X  -^1  [x  —  a. 


)<p,(aO 


^,     a:  —  a. 


(§2). 


Faisons 


donc 


X  —  a,        X 


]•>{•)  •'2) 


Ar  <p 


Sr—i.     Sr—^,      ..   ,     •<'2r— 3 
«0,  M,,  .   .  .  ,         Hr-I 


or 


//,,,  =  XII  „ 


et     «„ 


(v.  éq.  3); 


¥>  W. 


f(-^ 


(  79  ) 
donc  on  obtient,  par  substitutions  successives, 

(  4  )  ?  (■'^)  "m  —  ■^"'  fi{x)—/m-<  {^)  f  ••»^  , 

ou 


l'équation  (4)  donne 


«m  "o  ] 


—  tD{x][nx'"-'  -+-  {n—i)a^x'"-'-h    .  .  +  [n—m  +  i)a„,_,]. 
Faisons,  par  exemple,  /'  =  4i  on  a  (i^oz)' ci-dessus) 


©4  X 


f{x) 


A,  A:, 


^0  J      ^1  5      ■'2  J 


'15      •'U      ■'3  5 


«0,     «,,     ?/,,     Mj 


A, 


I       G  G        O        O 

O  1    ^0  5  ■^15      •^S  )      '^3 

.^0  t  Si  ,  ^2  )    -^3  >     '^i 

*l  5   "^2  7  "^J  1      -^4  5      ■^è 

;o,  w„,  «,,  «2,  «1 


procédant  par  la  même  méthode  de  multiplication  suivie 
plus  haut,  et  ayant  égard  à  l'équation  [a),  on  obtient 


M-)=-(.^ 


I,  «,,  (72,  a,,,  a^ 

o,  «,  [n — i)«i,  (« — 2)«2,  («  —  3) «3 

«,  (rt—  l)(7|,  (/2 2)<7j,  (w — 3)  «3,  {n  —  4)*^* 

«1,2^2,  3/7,,  4*^15  ^^' 

o,  'f,.r,  V,,  V,,  V; 


ou 


V,  =z{x  -\-  a^)'^,x  —  n'i}[x), 

'j,  =  (jr^-f-  «.J:-  +  «2)  ?i  (.«)  —  [«J^  +  («  —  i)rt,]!j)(.r), 

V,  =z[x^-\-  fiiX'i-i-  a.x  4-  /7 :,]!!) i{.r) 

—  [/2X^  +  {n  —  j)rt,.r  H-  (/?  —  2)  c/,]  !j?(.r). 

6.    Calcul  de  ÎS,.   Soit,   par  exemple,    /■=4i   avaiH 


égard  au  lemmc  (§  ii),  on  a 


w=-(A) 


o,    «,  /? — i;^i>   ('^ — 2)(7j,   (n — 3)«: 

«I,   2^2,  Sflj,  4'^^'  ^^î' 

O,    <fi(x),    (a:4-CT,)(j», (jc),    f.r=H- fl|X  4- «2)  (p,(^), 

;o,  «,  (rt — i)«i,    (/î — 2) «2,    (« — 3)0.,, 

«,  (« — i;n,,    [n — 2)02,    («— Sjrtj,    («— 4) 'ïj 

a,  2 «2,  3  «3  ,  4*^0  ^  "= 

|o,  o,    f'o(x),   [nx-\-  {n—j)  a,](f{x), 

I  [«j:' +  (/?— 1)0,,    .r  4- (/?  — 2)«,]?(j^) 

Dans  le  premier  déterminanl,  divisant  tous  les  termes 
de  la  dernière  ligne  par  o,  [x),  le  nouveau  déterminant 
est  D3  (§  4)  ;  dans  le  deuxième  déterminant,  divisant  tous 
les  termes  de  la  dernière  ligne  par  cf  [x) ,  on  obtient  un 
déterminant  que  je  désigne  par  P;  ainsi 

A2  ■ 


+ 


A2 

A,  A3 


or 


donc 


la  loi  de  formation  se  voit  facilement. 


Note.  Le  savant  analyste  a  trouvé  aussi  la  valeur  générale  de  Nr ,  celle 
des  quotients  et  des  relations  entre  ces  valeurs  que  nous  insérerons  pro- 
chainement, ainsi  qu'un  beau  travail  de  M.  Sylvester  sur  ces  valeurs  et 
ces  relations,  lors  même  que  f,(j^)  n'est  pas  la  dérivée  de  is{x). 


{ «ï  ) 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DES  ÉOHATIONS  NUMÉRIQUES; 

MÉTHOUK    GKAFFE; 

D'après  M.   ENCKE, 

Professeur,  directeur  de  l'Observatoire,  secrétaire  de  l'Académie  des 

Sciences  de  Berlin. 

(Journal  de  M.  Crelle ,  t.  XXII,  p.  igSj  i85i.) 


L'Académie  des  Sciences  de  Berlin  avait  proposé  pour 
question  la  résolution  générale  des  équations  numéri- 
ques. Le  prix  fut  remporté  par  M.  GràiFe  ,  professeur  à 
Zurich.  Le  Mémoire  couronné  a  paru  sous  ce  litre  : 
Die  auflôsung  der  hôhcren  nunierischen  Glcichungcn, 
als  beantwortung  einer  von  der  Kônigl.  Akad.  de 
Wiss.  zu  Berlin  aufgestellten  Prcisjrnge;  Zurich,  iSSj  : 
Résolution  des  équations  numériques  supérieures  ;  ré- 
ponse à  une  question  proposée  par  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Berlin. 

Dans  cet  ouvrage,  l'auteur  forme  une  seconde  équa- 
tion dont  les  racines  sont  des  puissances  très-élevées  des 
racines  de  l'équation  donnée,  et  les  coefficients  de  cette 
seconde  équation  servent  à  faire  connaître  simultanément 
toutes  les  racines  réelles  et  tous  les  modules  des  racines 
imaginaires,  et  l'on  montre  aussi  la  manière  la  plus 
simple  de  former  cette  seconde  équation. 

Cette  nouvelle  méthode  de  résolution  se  recommande  à 
un  haut  degré ,  parla  généralité  ,  la  rigueur  et  la  brièveté. 
Elle  est  directe ,  n'ayant  besoin  d'aucune  autre  espèce 
d'essai;  elle  ne  conduit  jamais  à  des  équations  plus  éle- 
vées que  la  proposée,  et,  d'après  un  procédé  toujours  le 
même,  n'exige  jamais  de  calculs  impraticables.  La  na^ 
ture  des  racines,  le  nombre  des  imaginaires,  ne  sont  pas 

Ann.  de  Hlathcmat.,  t.  Xlli.  (Mars  i854)  ^ 


(2) 


(  «2  ) 

des  obstacles  j  elle;  donne  toujours  dos  résultats  que 
la  plus  simple  substitution  permet  de  contrôler.  Ce 
procédé  est  tellement  court ,  qu'on  peut  déterminer 
toutes  les  racines  d'une  équation  du  septième  degré 
ayant  six  racines  imaginaires,  dans  l'espace  de  deux  à 
ti'ois  heures,  avec  l'approximation  que  permettent  des 
logarithmes  à  sept  décimales. 

Le  Mémoire  de  M.  Encke,  auquel  appartient  l'appré- 
ciation précédente  du  travail  de  M.  Gràffe  ,  en  fait  une 
nouvelle  exposition  et  le  complète,  en  ce  sens  qu'il  in- 
dique les  moyens  :  i''  de  calculer,  non  les  modules,  mais 
les  racines  imaginaires  mêmes ,  par  une  méthode  simple 
et  rigoureuse;  2°  de  faciliter  h  s  procédés  lorsque,  les  ra- 
cines étant  très  -  rapprochées ,  des  puissances  élevées  ne 
suffisent  pas  pour  les  séparer  suflisamment  5  3*^  d'approcher 
des  véritables  valeurs,  avec  un  degré  quelconque  d'ap- 
proximation. 

1 .  Problème.  Former  V équation  aux  carrés  des  ra- 
cines d'une  équation  donnée. 

Solution.   Soit  l'équation 


(0 


-f-  A,  X"-'  +  A,^"--  4-  .  .  .  +  A„  r=  o, 
(a,,    aj,    a.!,  .  .  .  ,    a„). 


Faisant  x^  =  y  ^  les  termes  de  degré  pair  ne  renferment 
que  y^  et  les  termes  de  degré  impair  renferment  en- 
core \y\  faisant  disparaître  le  radical,  on  obtient 


"-a;    y"- 

-'-t-A^ 

r"--A; 

J"- 

-^h-a: 

-\-  2Aj 

2  A,  A3 

-t-  2  AaAj 

—  2  A3  Ai 

-4-2Ai 

—  2  A,  Aj 

-}-  2A2A6 

-1-    2  A,; 

—  2  A,  A, 

+  2A8 

La  loi  de  formation  est  évidente. 


(83  ) 
Corollaire.  En  suivanl  la  même  loi,  on  peut  former, 
avec  l'équation  (2),  une  troisième  équation  dont  les  ra- 
cines sont  les  quatxnènies  puissances  des  racines  de  l'é- 
quation (i) ,  et  en  continuant  de  même,  on  peut  parvenir 
à  une  équation  ayant  pour  racines  la  puissance  d'indice 
2''  des  racines  de  la  proposée-,  p  est  un  nombre  entier 
positif. 

Premier  cas  :  Toutes  les  racines  sont  réelles. 

Les  équations  aux  puissances  paires  des  racines,  n'ayant 
que  des  racines  positives,  ne  présentent  que  des  varia- 
tions. 

Soit  donc  l'équation  suivante,  celle  des  racines  éle- 
vées à  la  puissance  2''  =^  q , 

X»  —  p,  jr"-'  +  P,  x"-'  -f- .  .  .  4-  (  —  I  )"  P„  =  o  ; 

donc 

P,  =  «'+«'  -f-  .  ..+a^ 
V,  =  a'  a''+...   -ha*      a», 

'  12  n— 1       «  ' 


P„=(a,  a,  .  .  .a„)î. 


Supposons  que  les  racines  «j  ,  3Cj,..,,  a,,  soient  rangées 
par  ordre  décroissant  de  grandeur  a^5o/we  ,•  il  est  évident 
que  ^  allant  en  croissant,  on  pourra  enfin  négliger  les 
valeurs   de  a^ .  a^,.--?  relativement  à  a^,  et  l'on  aura 


.,y- 


d'où,  pour  une  première  approximation, 


6. 


(  «4  ) 
le  signe  se  détermine  facilemenl  d  après  les  limites  con- 
nues des  racines  positives  et  négatives. 
On  aura,  par  la  même  raison, 

d'où 

a,  _  , 

a, 

ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  as,  et  ainsi  pour 
les  autres  racines. 

Pour  connaître  la  valeur  do  q  qui  permet  de  négliger 
dans  chaque  coefficient  P,. ,  tous  les  termes  en  comparaison 
du  premier,  il  faut  calculer  le  même  coefficient  P',  pour 
une  valeur  q'^q\  on  devra  avoir  sensiblement 

'og  p,         7 

lors  donc  que  les  logarithmes  des  deux  coefficients  des 
mêmes  puissances  dans  les  deux  équations  correspon- 
dantes k  q  el  q',  sont  sensiblement  dans  le  même  rapport 
que  ces  puissances,  on  peut  s'en  tenir  au  premier  terme 
dans  chaque  coefficient.  Ce  même  critérium  subsiste  si, 
au  lieu  de  procéder  par  carres  comme  ci-dessus,  on  pro- 
cédait par  cubes. 

Voyons  combien  il  faudra  d'opéialions,  en  allant 
par  carrés:  soient  [y.iOc^Y^  (aj  aja^)'?,  («j  aj  ^3  a4)'', 
(aia2  0^3  3C4  «s)'',  («i  y-î  as  a4  «5  «e)''  (*)  cinq  coefficients 
consécutifs-,  dans  l'équation  suivante,  le  coefficient  de  la 
même  puissance  de  l'inconnue  que  («i  a»  ag  a^Y  dans  la 
précédente,  sera 

(*)  Les  parenthèses  représentent  des  sommes. 


(  85  ) 
en  ne  prenant   que  les  lei  mes   qui  fournissent  les  plus 
grands  produits  5  pour  que  ce  terme  se  réduise  au  pre- 
mier, à  la  cinquième  décimale  près,  il  faut  que  l'on  ait 


d'où 


(a,  'M  a-,  «i  Y'I  ">  200000  y.  '^  a'^  7/'  a'  a^  : 

5,3oio3 


7  ^' 


loij— 


De  là  pour 

a; 

—  =  I  ,  I  ,  on  trouve     7  =        1  28  =  2'  ; 

—  =:  1  ,c  I  ,        on  trouve     7  =     122-7  <^  2", 

—  =:  I  ,001 ,      on  trouve     7  =  1 2210  <r  2"  ; 

et  pour  des  valeurs  plus  grandes  de  -  ,  un  nombre  d  autant 

moindre  d'opérations. 

Généralement,  on  n'aura  donc  besoin  que  de  sepL 
opérations;  et  pour  des  rapports  de  racines  aussi  rappro- 
chées que  1,01,  1,001,  on  n'aura  que  onze  à  quatorze 
opérations. 

En  général ,  calculant  avec  cinq  décimales ,  on  trouvera 
la  valeur  de  la  racine  après  l'extraction  de  la  racine  din- 
dice  q ,  avec  une  approximation  sûre  jusqu'à  la  cinquième 
et  souvent  jusqu'à  la  sixième  décimale. 

Lorsqu'on  est  parvenu  à  une  valeur  approchée  à  la 
cent  millième  partie  près  de  la  valeur  totale,  on  peut  en 
toute  sûreté  se  servir  du  théorème  de  Taylor  ou  de  la 
méthode  d'approximation  de  Newton;  car  rincerlitude 
de    ces    méthodes  existe    seulement    lorsqu  une    valeur 
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approche  non-sculemenl  tVune  racine,  mais  de  plusieurs 
racines,  et  de  très-près. 

Soit  X(o)  une  valeur  approchée,  on  a  donc 

fix^)  =  xl  H-  A,  x~'  +  .  .  .  -h  A"  =  G ,      à  peu  près  ; 

représentons  cette  valeur  de/(xo)  par  \x'l'\ , 

dfx„ 

f(xo-\-  Axo)  =/{x„)-\-——  Ax,-h.  .  .=  o,     environ; 

c/.r„ 

dfx  —  n— ■ 

^„-^'  =  fix"  -h  {n  —  i)  Ai-r"    '  +  («  —  2)  A,^      '  + 

Représentons  cette  valeur  par  [«:c'ô]  5  on  a  donc  approxi- 
mativement 

=  A  log  X,  =  —   — —  M  ; 

X,  [/?x'ij 

M  est  le  module  du  système  tabulaire ,  et  l'on  a 

logM  =  9.6376743. 

On  obtiendra  ainsi,  rien  que  par  la  substitution  de  Xp 
dans  l'équation  ,  la  valeur  de  AlogXo,  et  par  conséquent 
celle  de  log  XqH-  A  log  Xq  ,  seconde  valeur  approchée  du 
logarithme  de  la  racine. 

Deuxième  cas  :   Toutes  les  racines  sont  imaginaires . 

Tout  facteur  réel  du  second  degré,  ayant  deux  racines 
imaginaires,  peut  être  mis  sous  la  forme 

x''  -Jf  7.g  ces  ?  +  §'-, 

où  ^  est  le  module;  l'équation  qui  a  pour  racines  celles 
de  la  première  équation  élevées  à  une  puissance  y,  aura 
un  facteur  du  second  degré  de  la  forme 

,r^  +  a  o^  ces  r/  9  .  .r  +  g""! . 

Soient  co  =_/,  ig'i  cos  qa^  '=fq'i  selon  les  valeurs  de  q ^ 
f^  peut  aller  en  augmentant  ou  en  diminuant,  excepté 
pour  le  cas  spécial   où  q  9  est  un   multiple  de  t:  ;  alors 
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y^  z=;  2  g'i  et  le  iacleur  devient  {x  4-  g'')\  et  on  rentre  dans 
le  cas  des    racines   réelles  égales  :  dans  les  autres    cas, 
f^  varie  de  grandeur  et  de  signe. 

Soient 

X'  +/r  -t-  g\     X'  -t-/'  ^  -+-  g'  \      X--  4-/"  x  +  g"\..., 

les  Ji  facteurs  réels  du  second  degré  de  l'équation 5  elle 
seia  de  la  forme 

.r-+  [/]^— +  ([^-^]  +  [ff'])x^-"-'  H[gV'\  Hfff"  ])  ^'"-^ 
+  {[s' g"-  -g^"-'^']  +  Wg"'-  ■  g'C-^)^/;"-'/^-^).^^ 

-^[g'g'"-       .  g' («-^) '/'"-')]  07 

les  crochets  indiquent  des  fonctions  symétriques,  les 
puissances  de  degré  pair  renferment  lesfcn  nombre  pair, 
et  les  puissances  de  degré  impair,  des/  en  nombre  im- 
pair. 

Pour  passer  de  cette  équation  à  celle  qui  a  pour  raci- 
nes X'',  il  suffit  de  changer  les  y  en  /^  et  les  g  en  gf,  cl 
désignons  cette  nouvelle  équation  par  (2). 

Soient  g  :>  g\  g' :>  g" ,  g" -:>  g'",  etc. 

Considérons  dans  l'équation  (2)  les  coefficients  des 
puissances  paires  :  d'abord  le  coefîicient  de:i:^"~^  ;  ff  crois- 
sant, [g^'^]  se  réduira  à  g-''-^  le  terme  [Jl,f^'}  t'sl  plus 
petit  que  4[§'''â^''];  P^i'  conséquent,  le  coefficient  de 
.r"-"~-  finira  par  être  moindre  que  g'''  -h  4g'' g'''-  Le  se- 
cond terme  de  ce  binôme  disparaîtra  devant  le  piemier 
loi^squ'oij  auia 

g'>g'VÎ, 

inégalité  qui  s'établira  toujours,  vu  faisaiii  crollre  «7-, 
par  exemple,  poui   1/ =  128,  on  a 


V 


"/4  =  i.oii 
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Aiiisi,  dès  que  g  surpasse  j^',  le  coeflicieni  de  x""~'  se  ré- 
duit à  ^^'';  les  mêmes  raisonnements  montrent  que  g 
allant  en  croissant,  les  coeflicients  des  puissances  succes- 
sives paires  tendent  vers ^-'',  g-"^  g'^'' ,  g^"^  g'^'^  g"^'^^  e\c. 
Ces  raisonnements  ne  s'appliquent  pas  aux  coefficients 
des  puissances  impaires,  parce  que  les  premiers  termes 
contiennent  en  même  temps  g  et  f,  de  sorte  que  ces 
coefficients  n'ont  pas  de  limites  déterminées;  mais  les 
coefficients  des  puissances  paires  suffisent  pour  faire  con- 
naître les  divers  g' :  ainsi  le  coefficient  de  a:^"~^  donne 
g-'i,  celui  de.r*"~*  donne  g^''  g'^'^'-,  donc 

0-'  î?  :^  5 — *^ —  , 

et  ainsi  des  autres. 

Le  facteur  trinôme  .x^  -+-  a^^cos  o  -+■  q-  donne 

jc  = /•  (cosç  + /sinçp),      où     '==  V  —  '' 
et  g  est  remplacé  par  r;  on  substitue  celte  valeur  dans 
l'équation 

x'"  -f-  A,x'"-'  +  A,  j:-"-'  -h  .  .  .  -h  A,.„  =  g  ; 
on  obtient  deux  équations 

o=   >      \.,,_prP  çospo,      G  =:   >     A2„_p /•/' sin/^y  ; 

la  soiunialion  se  rapporte  à  p. 

-Multipliant  la  première  équation  par  cos/iç,  et  la  se- 
conde par  siu  n  ^,  et  les  ajoutant,  et  ensuite  multipliant  la 
première  équation  par  sin  /îo,  et  la  seconde  par  coswçj, 
et  retranchant,  il  vient 

o^=\^    A^  r^"~/' ros(/?  —  />)<?,   o  =^    Apr'"~P  %\r\{n  —  p)^; 

faisons 

Aj  + A,„_,/-(^«-"/)  =  Pj,     a./— A..,„_y/'-(-^«-^ï)  =  ^^  (*)j 

i,*)  Ne  pas  conl'ondreceUe  lettre  7  avec  celle  qui  a  été  employée  ci-dessus. 
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les  deux  équations,  après  les  avoir  divisées  par  r^",  de- 
viennent 

2^_/  ces  («  — ;^  )  9  =  G ,     y^  ^J  sin  {f2—p)^  =  o. 

On  convertit  les  multiples  des  sinus  et  cosinus  en  puis- 
sances, d'après  la  méthode  connue;  on  fait 

t  =  —  2.  r  ces  <f , 

et  l'on  parvient  à  ces  deux  équations  : 


T„_,  =z  p  f  «  —  e,  <«-' 4- p.  ^"-^  —  ^3  «"-' -4-. . .  (  —  ï  )  P„ , 
T„_,  =  vr-  —  7,  ?«-^  -hy,t'  —  v,t"-\  . .  (  —  1)"+'  7„, 
T„_,=:  «p?"-^—  («  —  i)p, ?«-'+(«-  2)p,r-^.., 
T„_3  =r  («  —  2)  7  f"-^—  (  «  —  3)  7,  r-'  +  ( n  _  4)  7,^"-^  . . , 

T„_,  =  -^[/^(«  — 3)I3?«-^  — («  — 1)(«  — 4)pr-^ 


-(«-5)(«-6)(«-7)7,^"-...], 

'^"-^=  77^734^"  ^"~^^^"~^^^"~^^^'"~' 
_(„_,)(«_  6)  (,^- 7)  (,^-8)p,  ?"-...], 

"^"-^  ""  77^^  f^"  ~  ^^  ^"  ~^)  ^"  ~  ^^  ^"  ~  ^^  '^  '""' 

_(„_6)(,.-7)(«-8)(«-9)7,^"-...]; 
La  loi  de  formation  est  évidente. 
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Si  dans  les  valeurs  des  |3  et  des  7,  etdans  les  équations  (A), 
on  remplace  /•  par  la  valeur  trouvée  de  g ,  la  racine  t , 
commune  aux  deux  équations  (A),  donnera  la  valeur  ci- 
dessus  désignée  par/;  il  faut  donc  chercher  le  diviseur 
commun  aux  deux  équations  par  voie  d'élimination. 

Le  calcul  numérique  de  l'élimination  s'opère  facilement 
à  l'aide  des  Tables  de  Leonelli  dites  de  Gauss. 
Soient  les  deux  équations 

X"  -h  A,  x"-'  -f-  A,  X"-'  -h  .  .  .  H-  A„  —  o , 
x"  -h  B,  x"-'  -+-  B,  X"--  +  .  .  .  -t-  B„  =  o  , 
on  en  tire 
{p)     x"-'{A.,—B,)-{-x"-'{A,  —  B,).    .A„  — B„  =  o; 

remplaçons   tous    les  coefficients   Ai,   A,,...,   A„:   Bi, 
Bo,...,  B„,  par  leurs  logarithmes  ,   représentons-les  par 
ai,  rt2,.--5  "/O  ^1?  ^2  ■>•••■>   l>nt  et  écrivons 
a;"  +  rt,  ^"-' -h  «2  .x''-^  .    ,rt„    et     x^+b^x"-' -\- b.x''-\..b„:, 
la  différence,  en  ayant  égard  aux  signes,  donne 
(«,  —  b,)x"-'  +  («, -h  b,)x''-\ 

Mais  «1  —  Z>i  ou  bi  —  (7i ,  au  moyen  des  Tables  de 
Gauss,  fai  t  trouver  log  (Ai  — Bi)  \  de  même,  log  (A  2 — Bg) , . .  •  : 
on  a  donc  de  suite  l'équation  [p]  de  degré  n  —  i .  Si  l'on 
a  une  seconde  équation  de  ce  degré ,  on  en  déduira  une 
autre  de  degré  n  —  2,  et  de  la  même  manière;  il  faut 
seulement  faire  attention  :  i"  à  donner  au  premier  terme 
pour  coefficient  l'unité,  ce  cju'on  obtient  en  retran- 
chant du  logarithme  de  chaque  coefficient,  le  logarithme 
du  coefficient  de  ce  premier  terme;  2°  à  donner  aux  loga- 
rithmes les  mêmes  signes  (ju'ont  les  nombres.  On  voit  que 
l'élimination  se  réduit  à  une  suite  de  soiislractions. 

Troisième  cas  :  Racines  imaginaires  cl  racines  réelles. 
r/auteur  démontre  f|ue  la  méliiode  donnée  ci-dessus, 
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pour  irouver  les  facteurs  trinômes  à  racines  imaginaires , 
est  encore  applicable  de  même  à  la  recherche  des  facteurs 
trinômes  à  racines  réelles  5  or  toute  équation  de  degré 
pair  est  décomposable  en  facteurs  trinômes ,  et  si  le  degré 
est  impair,  on  le  rend  pair,  en  multipliant  l'équation  par 
l'inconnue;  donc  la  méthode  développée  subsiste  pour 
toutes  les  équations. 

Pour  les  développements  et  les  discussions  ultérieures, 
leur  étendue  nous  oblige  de  renvoyer  au  Mémoire  de 
M.  Encke. 

Nous  donnerons  incessamment  des  applications  numé- 
riques calculées  par  ]M.  Koralek. 


NOTE  SUR  LA  CONSERVATION  M  SENS  DES  DISTANCES  AUX 
LIGNES  DE  TERRE  DANS  LES  CHANGEMENTS  DE  PLANS  DE 
PROJECTION  5 

Par   m.  CHEVILLARD, 

Licencié  es  sciences,  professeur  de  Mathématiques  et  de  Géométrie 
descriptive. 


Lorsqu'on  a  à  exécuter  trois  et  quatre  changements  de 
plans  de  projection,  comme  cela  se  rencontre  en  char- 
pente etmêmedansdiverses  questions  élémentaires  relati- 
ves aux  polyèdres,  aux  cônes  et  cylindres  de  révolution,  etc. , 
l'on  a  besoin  d'exprimer,  dans  les  deux  derniers  plans 
de  projection,  des  objets  donnés  dans  les  deux  premiers, 
et  réciproquement  de  revenir  des  résultats  trouvés  simple- 
ment dans  les  deux  derniei  s  plans,  à  ces  résultats  exprimés 
dans  les  deux  premiers;  opérations  fatigantes,  lorsqu'il  y 
a  beaucoup  de  points  à  considérer  et  qu'ils  no  sont  pas 
placés  dans  le  nienic  dièdre  des  deux  pretuieis  plans  ou 
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des  deux  derniers.  Il  faut,  à  chaque  point,  observer  par 
1  espace  comment  se  place  sur  l'épure  la  distance  qui  sert 
à  marquer  une  nouvelle  projection.  C'est  ce  que  font  les 
praticiens  et  ce  qui  est  indiqué  par  les  ouvrages  récents 
de  Géométrie  descriptive,  où  l'on  recommande  la  mé- 
thode des  changements  de  plans  dont  la  généralisation  est 
due  à  feu  M.  Olivier.  Cependant  cette  méthode  même  in- 
dique comment  on  peut  omettre  les  observations  directes 
dans  l'espace.  On  me  pardonnera  donc,  en  faveur  de  son 
utilité,  la  simplicité  de  la  remarque  actuelle  qui  était  cer- 
tainement connue  de  M.  Olivier,  quoique  non  formulée 
très-explicitement  dans  son  livre. 


Fig.    2. 


"-a."' 


Dans  un  changement  de  plan  de  projection  pour  un 
point,  la  distance  aux  deux  lignes  de  terre  de  la  projec- 
tion in\^ariahle  conserve  toujours  le  même  sens. 

Nous  écrirons,  d'après  M.  Olivier,  les  deux  lettres  L 
et  T,  de  façon  à  ce  qu'en  y  joignant  la  notation  des  pro- 
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|eclions,  on  distingue  à  la  fois  quel  est  le  nouveau  plan 
de  projection  et  dans  quel  sens  il  est  rabattu.  Ainsi  la 
fig.  I  indique  qu'on  veut  faire  un  cliangement  de  plan 
horizontal,  et  que  le  nouveau  plan  horizontal  L'T' est 
rabattu  par  la  partie  antérieure  vers  la  gauche  du  papier. 
Mais  nous  faisons  de  plus  la  convention  que  le  dessinateur 
regarde  toute  ligne  de  ter-re  de  façon  à  voir  L  à  gauche, 
T  à  droite  ,  indépendamment  de  l'espèce  de  plan  de  pro- 
jection représenté  par  cette  ligne,  et  c'est  de  cette  ma- 
nière que  cette  droite  aura  pour  lui  le  sens  du  dessus  et 
du  dessous  {fig-  2). 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  par  exemple,  un  changement 
de  plan  vertical  pour  divers  points  « ,  h  ^  c ,. . . ,  on  abais- 
sera des  perpendiculaires  des  projections  a'\  b'\  c'', ..., 
sur  L'T',  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  reporter  les  distances 
aa",  êè",  yc',...,  à  partir  de  L'T' pour  avoir  les  projec- 
tions nouvelles  «'',  £'',  c'',.--  5  mais  dans  quel  sens?  Dans 
le  même  seîis  par  rapport,  à  L'T'  que  ces  distances  ont 
déjà  respectivement  par  rapport  à  LT.  Ainsi  l'on  a  de 
suite  les  nouvelles  projections  par  la  seule  vue  du  papier. 
La  raison  en  est  que  le  sens  d'une  distance  a  a"  par  rap- 
port à  LT  indique  le  sens  du  point  a  par  rapport  au 
plan  invariable  qui  est  ici  le  plan  horizontal.  Si  a«'  est 
au-dessus  de  LT,  c'est  que  a  est  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal. Du  reste,  on  verra  bien  mieux  l'avantage  de  celte 
observation  en  faisant  trois  ou  quatre  changements  de 
plans  successifs  et  revenant  des  deux  derniers  aux  deux 
premiers. 

Pour  faire  des  changements  de  plans  relatifs  à  des 
droites  ou  à  des  plans ,  comme  cela  revient  à  changer 
pour  un  ou  deux  points  au  plus,  on  devra  toujours  opérer 
sans  avoir  besoin  de  voir  directement  dans  l'espace  à  l'aide 
de  la  remarque  précédente. 

Note  du  Rédacteur.  —  Nous  engageons  les  professeurs 
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à  lire  dans  le  Mo/ii/cui  des  18  el  19  janvier  i854,  une 
savante  leçon  d'esthétique  sur  le  dessin ,  donnée  par 
M.  Félix  Ravaissou,  inspecteur  général  de  1  Instruction 
supérieure,  et  adressée  sous  forme  de  Rapport  à  S.  E.  le 
Ministre  de  llnstruction  publique.  On  y  trouve  sur  l'en- 
seignement du  dessin  d'excellentes  réflexions,  et  qui  sont 
une  critique  amère,  sans  doute  contre  l'intention  de  l'au- 
teur, du  plan  actuel  de  l'enseignement  général.  Il  s'élève 
contre  l'introduction  des  méùiodes  faciles  dans  nos  lycées 
(p.  73,  S'' colonne).  «  Encore  une  fois,  dh-'û  ^  le  l'euiède  à 
l'abus  d'une  science  mal  entendue  Ji'cstpas  Vignorance y 
mais  une  science  supérieure  (p.  74,  3^  colonne)  5  et  cepen  - 
dant  on  a  introduit  une  science  inférieure  1 


RECTIFICATION  ET  OtADR.\TtRE  D INE  ELLIPSE  SPIIERIOIE  ; 

Par  le  Rév.  James  BOOTB, 

Professeur  au  Collège  de  Liverpool . 

(Philosophic.ll  Magazine,  t.  XXV,  p.  18;  i8/|'|.) 


i.  Théorème.  Araire  d'une  surface  sphciique  termi- 
née par  une  courbe. 

(l)  A=    1        r/w    I      (ls.sm'7. 

«70  t/U 

c7  =  arc  de  grand  cercle,  depuis  un  point  fixe  P  appelé 
pôle,  et  un  point  variable  s  pris  dans  l'intérieur  de  l'aire. 

p  =  rayon  sphcrique  de  la  courbe  passant  par  le  pôle 
P  et  le  point  S  de  la  courbe. 

0)  =  angle  que  le  plan  du  grand  cercle  Vs  fait  avec  un 
plan  fixe  de  grand  cercle  Jixe  passant  par  P. 


(  95  ) 
Inlégrant,  ou  par  rapport  àcr,  on  obticnl 

(2)  ^^~i       ^^w[i  —  cosp]. 

2.  Théorème,  s  et  s'  étant  deux  points  de  la  courbe, 
|Oo,  p\  les  deux  rayons  correspondants,  on  a  pour  la  lon- 
gueur de  Varc  ss' , 

(3J  arc  ..'  =  j[  dp  ["i  -F  (sinp  '^^j   • 

3.  L'équation  de  l'ellipse  sphérique  est 

cos-w         sin'w   I 

^^'  tang-  a       tang'  ^       tang-p 

ou  bien 

cos"  w       sin*  w 1 

'  sin'  «  ^  sin'  p  ~"  sia^  p  ' 

2 a  est  le  graïul  axe  de  l'ellipse,  angle  \ 

maximum  du  cône  au  sommet f 

>  (centre  de  la  sphère  j. 
2  p  est  le  petit  axe  de  l'ellipse ,  angle  i 

minimum  du  cône  au  sommet / 

4.  Les  équations  (4)  et  (5)  donnent 


,  p  =  cos  a 


tang^  a 
tang^P 


\ /  I  +  "     '^■.  '.'.  tang-  oj 


sm^  a 
sin-  p 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),   et  inté- 
grant, on  obtient 


/  tant;-  a 

77  /"•^     ,      V  tang- S 


ang-'  w 


/  sin'  a 

V/  •  +   ^T7  t'^ 
y  sui''  p 
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où  A  est  le  quart  do  l'aire  sphérico-elliplique 5  faisons 

tanc  B 
(8)  *''^"«^'  =  ï4^'^"8'^' 


(9) 
d'où 


TT      tang  K 


tang  a  tang  p 


d  (p        tang'  a  cos'  fp  H-  tang'  ^  sin  '^  ' 


Prenons  le  plan  de  l'angle  2 a  renfermant  l'axe  moyen 
du  cône,  pour  plan  des  xz,  et  le  plan  de  l'angle  2  (3  ren- 
fermant l'axe  minimum  du  cône,  pour  plan  des  yz. 

L'axe  réel  du  cône  est  pris  pour  axe  des  z  qui  coupe  la 
sphère  au  pôle  P. 

Menons  par  le  sommet  du  cône,  et  dans  le  plan  xz, 
deux  droites  faisant,  avec  l'axe  moyen  ou  réel  du  cône,  des 
angles  égaux  e ,  tels  que  l'on  ait 

ces  a 
(11)  cos£r=- -: 

^       '  ces  J5 

ces  droites  sont  les  lignes  focales  du  cône. 

Le  plan  tangent  à  la  splière  menée  par  le  pôle  P  coupe 
le  cône  suivant  une  ellipse  plane. 

Soient  rt,  b,  c  les  demi-axes  et  l'excentricité,  on  a 


(12) 


ainsi 


rt'  —  i'       tang- a — tang- p       sin' a  —  sin' p 
a'  tang'  a  sin'  «  —  ces'  p 

sin'  £ 

"•   î    '1 
sin' a 


TT      tang  8  r     ,   [  ^  1 

^     '  2      tang  a         Jy  L(i— e's)n'(}.Vi  —  sm'ssin'tpj 


(  97  ) 
toaciioii  elliptique  complète  de  troisième  espèce  à  para- 
mètre de  forme  circulaire. 

5.   Longueur  de  Varc.  L'équation  (5)  donne 

sin- 8  /sin^a  —  sin^  p\ 

(i4)  sin'w=  ^^      -.-^ ^)' 

^  ^'  sin^  p   \sin^a  —  sm^  p/ 

sin^  a   /sin'  p  —  sin' 
(i5)  cos^-—  -    '  '^ 


sin' p    \sin- a  —  sin- p 

différentiant  l'équation  (14)5  on  obtient 

r/w  —  sin-  a  sin'  Ê  cos  p 

sm  ca  cos  w  -r-  — 


rfp       sin' p(  sin' a  —  sin'jî) 

et  de  là 

<iw  —  sin  a  sin  S  cos  p 

(16)  -T-—- ,  .  .  —    /  .  ==^^- 

"P        sinpysm'a  —  sm'pysin-p  —  sm' (î 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  il  vient 

sin  p  y  cos'  p  —  cos'  a  cos'  p 


Jr»p'       r    sin  p  Y 
^^P      /-: 


p"  Lvsin'a  —  sin'p  \/sin'p  —  sin' p J 

l'ax^c  étant  mesuré  du  petit  axe  vers  le  grand  axe;  dési- 
gnant par  5  la  longueur  du  quadrant  spliérique,  alors 

sin  P  V  cos'  p  —  cos-  a  cos'  p      ~\ 
y  sin'  «  —  sin'  p  \/sin'p  —  sin'  p  J 


(i8)     .v=  r'r/p 


posons 

sin'  a  cos' Y  -|-  sin'P  sin-'cp 
^  "  ''       tang'  a  cos'  Y  +  tang'  p  sin'  «p  ' 

équation  polaire  centrale.  Les  limites  de   l'intégration 

doivent  être  prises  maintenant  de  o  à  -  ou  bien  de  -  à  o, 

en  changeant  les  signes-,  différentiant  Téquation    (19), 
substituant  dans  l'équation  (18)  et  intégrant,  ayantégard 
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aux  limites,  on  trouve 


(  ao)  s  = 


tanga        "^   /  .  ,    •   .    X.  /        /sin'a-sin'pN   .   , 


6.   Soit  y  l'angleque  fait  une  section  circulaire  du  cône 
avec  la  base  elliptique  plane  du  cône  ,  on  a 

,      ,  sin  3 

(2l)  CCS  7  = 


sin'7  = 


sin  a 
sin"  a  —  sin^  p 


introduisant  cette  valeur  dans  l'équation   (20),  on  ob- 
tient 


i' 


i-7Sin'«/ 


—  e'sin'(f  yi  —  sm 

fonction  elliptique  complète  de  troisième  espèce ,  dont  le 
paramètre  est  aussi  de  forme  circulaire. 

7.   Faisons  a-\-  B'  =  -■,  Q  -\-  u'  =1 -:  a'  et  j3'  sont  les 
'  2    '  2 

angles  principaux  du  cône  dit  siipplémeîJtaire  au  cône 

donné  5  pour  ce  cône  supplémentaire ,  on  a 


sin^îp  \j  I  —  sin^7'  sin'o 


or 

(24) 

donc 


tan^  B         tane;  3         ,  ... 

^^-^  = ^-^1      e  =  e,      sin 7   =  sm  e, 

lang  a        tanga 


^  tang»  ;         ■[(, 


-e'  sin-  'i  y/i  —  sin's  sin'j» 


(  99  ) 
ajoulaiil  celle  éqiialiou  à  réquation  (i3), 

(26)  A  +  .v'=-. 

2 

C'est  la  belle  relation  découverte  par  Mac  CuUagh. 

Prenant  la  surface  spliérique  totale  S  du  cône  donné  et 
la  circonférence  entière  S'  de  l'ellipse  spliérique  du  cône 
supplémentaire ,  on  déduit 

(27)  S  4- rE'  =  2c=7r; 

c  est  le  rayon  de  la  sphère ,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Théorème.   L'aire  de  la  base  spliérique  d'uncône,plits 

le  double  delà  surface  latérale  du  cône  supplémentaire , 

est  égale  à  l'aire  de  la  moitié  de  la  sphère  [*). 

8.   Soient  2L  l'aire  latérale  du  cône,  2L'  l'aire latéi  aie 

du  cône  supplémentaire  et  S'  l'aire  de  sa  base,-  on  a 

(28)  S-h  2L'  =  2c'7r,       S'  -f-  2L=  2f'77, 

(29)  (S+  2L)  4-(S'-+-2L)=--4c'7r, 

(30)  s  —  S' -=  2(L-I/), 

relations  qu'on  peut  énoncer  sous  forme  de  tliéorèmes. 
analogies  entre  l'ellipse  plane  et  V ellipse  spliérique. 
i  .   Dans  une  courbe  plane  ,  ou  a 

(31)  s:=fpd\±u. 

S  =  longueur  d'un  arc  de  courbe  ; 

^j  =  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  //.rr  ([lôle) 
sur  une  tangente  à  la  courbe  ^ 

X  :=  angle  de  cette  perpendiculaire  avec  une  droite /txe 
passant  par  le  pôle; 

u  =  portion  de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de 
contact  de  la  tangente  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  5 
le  signe  supérieur  lorsque  le  rayon  de  courbure  au  point 

(*)  Ce  qu'on  vérifie  d'une  manière  élémentaire  sur  le  cônedroit.      Tm. 

n 
J  • 


(    '"o   ) 
(le  contact  est  plus  grand  que  la  perpendiculaire  /> ,  et  1< 
signe  inférieur  dans  le  cas  opposé.  Dans  le  cas  d'égalité, 
on  a 

du 


d\       °' 


2. 

dp 

d). 


(32)  ^  =  ". 


3.   Prenons  le  centre  d'une  ellipse  plane  pour  pôle,  et 
le  grand  axe  pour  droite  fixe  ;  or 


p  z=z  a  \  i  —  e-  sin'  >  , 
de  là 

(33)  s  =  a  f  d'k  s/ i  —  e^  sin' À  —  a; 

car  le  rayon  de  courbure  est  moindre  que  p.  On  a  aussi 

(34)  s' =  afd^s/V^~^'~sw^, 

(il  étant  Tangle  d'un  diamètre  avec  le  petit  axe ,  et  l'arc  s 
étant  compté  à  partir  de  l'extrémité  du  petit  axe.   Inté- 
grant les  deux  équations   (33)  et   (34)  dans  les  mêmes 
limites  pour  X  et  (p,  on  a 

s'  =  K,      ,s  =  K  —  n  ; 
d'  où 

(35)  s"-s  =  u. 

Nous  pouvons  donc  prendre  sur  un  quadrant  d  ellipse 
deux  arcs  mesurés  respectivement  des  extrémités  du  petit 
axe  et  du  grand  axe,  et  dont  la  différence  soit  égale  à  une 
ligne  droite. 

On  démontre  facilement  que  les  extrémités  de  ces  arcs 
sont  les  intersections  de  l'ellipse  par  deux  hyperboles 
biconfocales  avec  l'ellipse.  La  première  hyperbole ,  pas- 
saut  par  l'extrémité  de  l'arc  mesuré  du  petit  axe,  a  pour 


(    loi    ) 
axes 

(  36)  A  =:  ae  sin  a  ,      B  =  ac  cos  \  ; 

el  la  seconde  hyperbole,  passant  par  l'extrémité  de  l'arc 
mesuré  du  grand  axe ,  a  pour  axes 

,„    ,  ,  fl6'cos)i  „,  6e  sin  X 

(37)  A^=  — — ,     B' 


sjx  —  c^  sin'  \  v'  I  —  e"-  cos  \ 

,  dp       aé^  sin  /  cos  >. 

rtA       y^i  —  e'sin-). 
donc 

(38)  r/«  =  AA',     ^«  =  BB',     —  =  -. 

^      ^  '  '      AA'       a 

5.  2Ô  et  2Ô'  étant  les  angles  des  asymptotes  dans  les 
deux  hyperboles  ,  on  a 

B  b 

tang  ô  =  -  =  cot  >. ,     tang  9'  =  -  tang  \ , 

d'où 

(Sg)  tang  9  tango' = -, 

relation  indépendante  de  \. 

6.  ;•'  et  /'"  étant  quatie  demi -diamètres  de  l'ellipse, 
asymptotes  des  hyperboles ,  on  a 

cos^  9       sin-  ô         I 

mettant  pour  les  cos  ô  et  sin 9  les  valeurs  (3^) ,  ou  a 

,^ g' 6'  _  a-"  ¥ 

o?  cos'  >  H-  è-  sin^  \         /;-   ' 

on  trouve  de  même 


(     »f2     ) 

de  là 

relation  aussi  indépendante  de/. 

7.   Dans  les  cas  où  a  est  un  maximum  .  1  on  a 

du  d'^p 

-—  =  G ,      d  ou     -— ^  =  o  ; 

d  >.  d  K- 


d^  a  J i  —  e^  sin-  "k 
dî =  '^' 


d" 


ou 


(40  tang^A  =  ^, 

'42)  A  =  a{a  —  h),   B  =  b{a—b),  A'  =  a{a  —  b),   B'=b{a  —  b), 
A  =  A',   B  =  B'. 

Ainsi,  les  deux  hyperboles  se  confondent  ;  les  deux  arcs 
elliptiques  forment  le  quadrant  ;  théorème  de  Fagnani  : 

au  =  A  A'  =z  a  [a  —  b)  ;' 
donc 

u  =  a — b,      r' =  r"  =  p  ,      p^  =  ab. 

Ainsi ,  le  quadrant  elliptique  est  divisé  en  deux  arcs 
dont  la  différence  est  égale  à  la  différence  des  deux  demi- 
axes. 

Nous  désignerons  ce  point  d'intersection  par  le  nom  de 
section  linéaire. 

Menons  une  tangente  en  ce  point  :  soient  t  la  portion  de 
cette  tangente  terminée  au  petit  axe ,  et  f  '  la  portion  ter- 
minée au  grand  axe  :  on  aura 


/  :=r.  tant;  a  \/«'  ces'  ).  +  /?'  sin-  a  , 

b''  tani»  X 
t'  =  ^  — : 

s/à'  cos'  \  -\-  b"^  sin-  ). 


(   io3  )  ■ 

d'où 

,  , ,  ,    ,  ,  «e'  sin  1  cos  >>  ,., 

i 44  bis)         t'-t=  ===  =«(*)• 

8.  Tous  les  points  de  section  linéaire  d'une  série  d'el- 
11  pses  biconfocales  sont  sur  une  courbe  dont  Féquationes'. 

a-c-=yx-  — y\l  \x  -+- y  J  ; 
et  tous  les  points  de  section  linéaire  d'une  série  d'ellipses 
concentriques  ayant  les  mêmes  axes  principaux,  et  la 
somme  de  leurs  axes  principaux  égale  à  une  quantité 
constante  2  L ,  sont  sur  une  hypocycloïde  concentrique  aux 
ellipses  ;  le  rayon  du  cercle  fixe  est  L,  et  le  rayon  du  cercle 
roulant  est  j  L. 

Formule  de  reclijicntion  des  courbes  sphériques. 

9.  Soient  une  sphère  et  un  cône  concentriques  5  prenons 
celui-ci  du  second  degré;  les  raisonnements  ne  changent 
pas  pour  d'autres  cônes.  Par  le  centre  O  de  la  sphère  me- 
nons un  plan  tangentau  cône,  coupant  la  sphère  suivautun 
grand  cercle  louchant  Tellipse  sphérique  en  un  point  E,  et 
coupant  la  base  plane  du  cône  (menée  comme  ci-dessus  §3) 
en  une  droite  u  qui  touche  l'ellipse  base  plane  du  cône  en 
un  point  «5  parl'axedu  cône  menons  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  u;  soit  /  le  point  d'intersection  :  le  plan  passe 
par  le  centre  C  de  Tellipse  sphérique  et  de  l'ellipse  plane. 

Soient  OE  =  c,  0/=R,  0/=P,  Cl  =  p,  C/=r, 
CE  =  us  =  arc  de  grand  cercle  ;   u  =  //:  donc 

R^  =  c'  +  A-%     V'  =  c'  -h  p' ,      R-  =  P^  —  «-'. 
Si  i'  est  un  point  infiniment  voisin  de  i  sur  Tellipse 
plane,   et  E'  le  point  correspondant  sur  l'ellipse  sphé- 
rique, on  a 

/'  /'  =  ds ,     EE'  =L  cdG, 


(  *)  On  a  omis  à  dessein  les  équations  (  4^  )  et  (  l\!\  )  de  raiitour,  de  même 
les  équations  suivantes  :  (45),  (56)  et  (57). 


(  ^«4  ) 

et  la  proportion 

aire  0  /  /'  :  aire  OEE'  :  :  P  ds  :  c-  da  :  :  R-  :  c-  j 

car  ces  triangles  élémentaires  sont  semblables,  d'où 

(46)  ^"=R^- 

fis  est  l'élément  de  l'arc,  le  rayon  de  la  sphère  étant  l'u- 
nité. Remplaçant  cette  valeur  de  ds  dans  la  formule  (3i), 
nous  trouvons 

dfj       P«        V  du        .  I    (Vdu  .      \ 

—  =  —^  H —  =  sm  cj  +  —      — M-  sm  cj    ; 

d}.        R2        R^  d\  RM   f/X  y  ' 


car 


P  sin 


/j      et     P'  =  Rî  —  u'  ; 


,  ,    ,        .  p  dp        du       d' p        Pc/P       pdp 

(47)    s,n.  =  -,    «  =  -,    ;^  =  ^,^    lir  =  ln- 

Faisant  les  substitutions  dans  l'équation  précédente,  on 
obtient 


(48) 


f/X 


I  rpd'p     dpdpi 
R'  L  ~dy-       dî  7n.j  ' 


Soit  V  Tangle  i'O/, 


cosv=-: 


d'où 


(ooj     —  =  sm  CI  H — — ■)      T  =:  j  rtX  sm  C7  4- V, 


équation  analogue  à  l'équation  (3i)  pour  les  courbes 
planes.  Or,  l'on  n'a  fait  aucun  usage  des  propriétés  spé- 
ciales au  cône  du  second  degré;  cette  formule  appartient 


(  lo^  ) 
donc  à  une  courbe  spliérique  quelconque,  que  l'on  peut 
toujours  considérer  comme  l'intersection  de  la  sphère 
par  un  cône.  Ainsi ,  un  arc  de  courbe  plane  est  toujours 
égal  à  une  intégrale  définie,  plus  une  longueur  d'une 
droite 5  et  un  arc  de  courbe  spbérique  est  égal  à  une  in- 
tégrale définie,  plus  un  arc  de  grand  cercle. 

Seconde  rectification  de  V ellipse  spliérique. 

10.  Soient  «,  &  les  demi-axes  de  l'ellipse  plane,  et  a , 
|3 ,  p ,  cy ,  V  les  ares  sous-tendus  au  centre  de  la  sphère  de 
rayon  c ,  par  les  droites  a ,  i^  ,/',/>,?/;  on  a 

a  =  ctanga,      è  =  ctang[3,      /-^rctangp, 
p  =^  c  tang  CT ,      ii^=V  tang  v  ; 

dans  cette  même  ellipse , 

p^=.  o}  cos^X  +  i^  sin^  )i,  tang-  cr  =  tang-  a  cos^  \  H-  tang^  p  sin '  x , 
,^  ,  .  tane' a  cos^>.-t- tanc^  S  sin^  X 

(5l)  Sm^CI=— r-^ ,    ^  . ; 

sec^  a.  cos^  \  H-  sec^  p  sm^  A 
Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (5o) , 


,  ^    ,  /*         /tan£^-  a  cos^ 

J        y     sec^  a  cos^  A  -+-  sec-  p  sm'  A 
faisant 


,  ^    ,  ,  ,  .. „  ^ tani»^  S  sin- 1 

(52)        rr=        dli/--,^-——^—r^—,+.; 


isin"  p  =  sin-  a  sin-  «p  +  sin^  p  ces-  <p , 
d'où 
cos-  p  :=  ces'  a  sin^  <p  -|-  cos^  fi  cos-  © , 

sin  ta  cos  ta  do  ,  ,  .      „  , 

du  —  — -^ 5--i    sin^a  —  sm^  8); 

sin  p  cos  p 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (18) ,  on  trouve 

(5^)  ^>  ^    r,lp      /tangua  cos^  y  -4-tang'p  sin'  y  ^ 

J         y    sec-  a  cos'  (p  +  séc'    (î  sin'  y 

Si ,  dans  les  deux  dernières  équations,  on  exécute  Tinté- 


es 


(  io6  ) 
graliun  eiilre  les  mêmes  limites  de  À  et  ^"^ ,  leurs  valeurs 
seront  égales,  et  de  là  a'  —  i  ^  —  v. 
Or, 

Il  dp  dp 

pV 

p  et  P  ne  peuvent  devenir  ni  zéros  ni  infinis,  par  consé- 
quent ils  conservent  le  même  signe  H-  :  le  signe  de  sinus  v 

est  donc  le  même  que  celui  de  p  -^• 

Mais 

p-  =  a-  sin^  ).  +  ^-  ces-  À  ; 
donc 

dp  7  \   ■ 

p  —  =2  —  [a-  —  b^) sm  1  cos  "K ; 

ainsi,  sinv  est  négatif,  et  comme  v  est  pluspetit  que  7r,il 
s'ensuit  que  v  est  négatif,  et  Ton  a 

55)  G-'  7=7, 


formule  analogue  à  la  formule  (35). 

d'j 
dî 


1 1 .  Lorsque  v  est  un  maximum,  —  =  o,  ou ,  d'après  l'é- 


quation (49) , 

(58)  ^.^  =  p^, 

^      '  dl   dl         dl' 

p  =r  y/fl-  ces' >  -+-  b- sin- \ ,   P  =r  y/r-  H-/-»-'- 
Substituant  dans   1  équation  (58),  et   remplaçant  -  par 

langa,  et  -  par  tang  |3,  on  obtient 

,  ^    ,  ,        tantr  u.  séc  a        sin  a    , 

•^'  ^  tang  p  sec  p       sm  p 


(   '07  ) 
£cst  l'excentricité  de  l'ellipse  sphérique  5  résultat  analogue 
à  l'équation  (40- 

12.   On  trouve,  en  faisant  les  substitutions, 

,„    .  e^  sin- a  sin  X  cosÂ 

(do)  tang 


V  I  —  e"-  sin^  \  \j  \  —  sin-s  sin'  \ 

13.  Concevons  deux  hyperboles  sphériques,  biconfo- 
cales  à  l'ellipse  sphérique,  Tune  passant  par  l'extrémité 
de  l'arc  mesuré  de  l'extrémité  du  petit  axe  et  l'autre  par 
l'extrémité  de  l'arc  compté  à  partir  du  grand  arc  5  dési- 
gnons par  2  A,  2B  les  axes  de  la  première  hyperbole,  et 
par  1  h!  et  2  B'  les  axes  de  la  deuxième  hyperbole:  on 
trouve,  sans  beaucoup  de  peine, 

,^   ,                 ,             sin^ssin^X  „  sin-ecos'X 

(61)       tang^A= r——r--,  tang^B  = 


I — sin^esin^).  i — sin^ssin'X 

^    ,  ,       tang' £  ces' X  ,       e^cos-£sin- Ssin-X 

62        tang^A'=  — ^^^— ,     tang=B'=: ,   ■'  ,,      : 


et  de  là 

(63) 


tang  V  tang  ^  ces  a  =  tang  B  tang  B  ', 
tang  V  tang  a  cos  p  =  tang  A  tang  A', 

tang  B  tang  B' tang  p  séc  p 


tang  A  tang  A'       tang  a  séc  a 

résultats  analogues  à  l'équation  (38)  :  dans  les  hyperboles, 

tane'  A  +  tane-  B  „       tane'  A'  +  tang'  B' 

tang'  z'  —  — ^ 2: ?L_ ,      tang'  t  "  —  — 5 ZI ? —  : 

^  I  —  tang'  B  ^  I  —  tang'  B' 

dans  l'ellipse . 


tani»'  a  —  tang'  S 
tang'  c-  -•=  — ^ ^-i- 


d'< 


(   ^o8  ) 
14.  Lorsque  v  est  un  maximum. 


sin  X    . 
tanij-  A  =  -: — -  sec-  a, 
sin  ^ 


et  de  là  ,  en  ce  cas , 


tang'  A  =  tang  a  sec  a  (sin  a  —  sin  fj) , 
tang=  B  =  tang  ^  séc  p  (  sin  a  —  sin  p  ) , 
tang'  A'  =  tang  a  séc  a  (sin  a  —  sin  p) , 
tang'  B'  =  tang  p  séc  3  (  sin  a  —  sin  p  ) , 


(64) 
d'où 

A  =  A',      B  =  B'; 

OU,  lorsque  v  est  un  maximum,  les  deux  hyperboles  se 
réunissent,  et  les  axes  de  l'ellipse  sphérique  ont  une  ex- 
trémité commune  et  forment  ensemble  le  quadrant  ;  ce 
point  commun  peut  être  appelé  le  point  de  section  circu- 
laire. 

Dans  ce  même  cas. 

(  65  )  tang  v  =  séc  a  sec  p  (  sin  x  —  sin  p  ). 

15.  Les  plans  asymptotes  sont  parallèles  aux  sections 
circulaires  du  cône  5  soit  2  Q  l'angle  asymptotique  de  l'hv- 
perbole  (A,  B)  :  d'après  l'équation  (  2 1  ) ,  on  a  donc 

sin-  6' 
sin'  9  =  -^  , 
sm'a 

|3   et  a' étant  les  demi-angles  principaux  du  cône  qui  a 
pour  base  Ihyperbole  sphérique. 
Or 

COS^  \ 

sin  6'^  CCS  >,      sinx'=:cosA     et     sin- G  = : 

ces'  A 

mettant  pour  cos'  A  sa  valeur  déduite  de  léquation  (61) , 
ou  trouve 

(66)  tangO  =  —^  cet  X. 

cos  -/ 


(    ïoy  ) 
Eliminant  0  entre  cette  équation  et  l'équation  de  l'ellipse 

cos'  ô        sin'  0  .1     '     1 

-. 1 — : — -  =  1 ,  il  resuite 

sin'  a        sin'  p 

„  tang'  a  cos^  1  -+■  tang''  [3  sin^  1 sin'  a  sin-  p 

séc-  a  cos^  X  -h  séc-  p  sin^  ),  sin-  p 

et,  d'après  Téquation  (  5 1  ) , 

•  sin  a  sin  p 

(Do)  sin  &  = ; ^• 

^  '  sincT 

Soit  26'  l'angle  asymptotique  de  la  deuxième  hyperbole 
(A',B')-,  ona 

.      ,       sin  8" 

sin  9    =  -. — '—.,  •) 
sin  a 

S"  et  a."  sont  les  demi-angles  principaux  du  cône  qui  a 
pour  base  l'hyperbole.  On  trouve  aisément  que 

tang  B'       .      ,, 
tang  B=  — -—r,^   sin  a    =  cos  A  ; 
°  tang A' 

d'où,  d'après  l'équation  (62), 

sin' 9'  = 

ces'  G'  = 


tangos  sin' X 


tang-  a  ces-  X  +  tang'  p  sin'  ). 

tang'  a  cos'  X 
tang'  a  cos'  >,  +  tang'  p  sin'  ). 


tang  S 
(60)  tange' — -— ^-^  tang)., 

^    •''  ^  tang  a 

et 

A/       sin  S 
(no)  tang  9  tang  9    =:  ^ — -: 

"■  '    '  o  D  sin  y. 

résultat  indépendant  de  X  et  parfaitement  conforme  au 
résultat  de  l'équation  (Sg). 

46.  Nommons  p'  le  demi-diamètre  de  l'ellipse ,  asymp- 


(  ^^^  ) 

loïc  de  1  hyperbole  :  on  a 

,       tanc'  a  cos-  À  -f-  tana'  S  sin-  X 

(71)  SinV     =    —. TT— .     -o      •     o-v       : 

^  '   '  sec'  a  cos'  >  +  sec'  ^  sm'  5^ 

et  de  là 

(  72)  sin  p  sin  &'  =  sin  a  sin  p , 

analogue  à  l'équation  (4o) ,  et  ù'  =  n>;  ou  le  demi-dia- 
mètre de  l'ellipse,  asymptote  de  l'hyperbole  (A',  B') ,  est 
égal  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'ellipse 
sur  la  tangente  passant  par  le  point  d  intersection  de 
l'ellipse  et  de  1  hyperbole. 

17.  Construisons  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse sphérique  comme  diamètre  ;  soient  m  et  ^  les  points 
où  les  ordonnées  prolongées  des  extrémités  des  arcs  ellip- 
tiques '7  et  (7' coupent  ce  cercle;  désignons  par  r,  et  r\  les 
demi-diamètres  de  1  ellipse  passant  par  ces  points,  et  par 
J>  et  à-'  les  angles  que  i\  et  r',  font  avec  le  grand  axe  (  con- 
struction analogue  à  celle  qu'on  fait  sur  l'ellipse  plane). 

On  a 

^  =  1-1, 

H  étant  l'ordonnée  sphérique  du  point  u  ,  on  a ,  dans  ce 
cas, 

tanq'  C        tang'  H  1        ,  , 

— : 1 '■ =  I  dans  le  cercle, 

tang'a         tang' a 

tang'Ç       tiine-  a  ,        ,,  ,,. 

H i:^  =  1  dans  I  ellipse; 


tang'a        tang-S 


d'où 


tang  H        tang  r, 
tany  y.        tane  ^i 


(  "I  ) 

et  les  formules  du  iriangle  rectangle  donnent 

tanc'  H         .     ^ , 

2 —  =  sin^&', 

tang-  y. 

OU 

.      .,        tang'  n  tane' 8  sin-  \ 

tang'  p       tang'  a  cos'  X  +  tang'  p  sin'  > 

Eliminant  3'  entre  cette  équation  et  l'équation  polaire 
(au  centre)  de  l'ellipse   (19) ,  on  obtient 

(  73 )  tang'  /',  =  tang'  a  ces-  \  +  tang'  p  sin'  ), , 

et  comme 


3-  =  -  —  À , 
tang'  /-,  =r 


2 

tang'  a  tang'  S 


tang'  a  ces'  X  +  tang'  p  sin'  X 


ou 

(  74)  t^ng  '"i  ^^'^%  ^\  =  tang  a  tang  p. 

18.  Résumant  les  valeurs  des  angles  des  asymptotes 
des  hyperboles,  et  aussi  les  valeurs  des  diamètres  de  l'el- 
lipse passant  par  les  points  m  et  a,  nous  trouvons 

tang  0  = cot  1 ,  tanc  5-  =  cot  1 , 

**  cosa  '  "  ' 

tane  S  ^  „ ,       tans  3 

tane  9'  =  — ^-^  tansr  > ,       tanc  B-  =  — ^-!-  tanc  ), . 
**  tang  a       *'    '  ^  langa       ^^ 

Tci  nous  remarquons  une  remarquable  interruption 
dans  l'analogie  que  nous  avons  toujours  trouvée  exister 
entre  les  propriétés  de  l'ellipse  plane  et  de  l'ellipse  sphé- 


(  112  ) 

rique:  dans  rellipse  plane,  les  asymptotes  de  l'hyperbole 
coïncident  avec  les  diamètres  qui  passent  par  les  points 
m  et  (x  (§  5,  p.  201) ,  et  cela  existe  encore  pour  l'hyper- 
bole sphérique  voisine  du  grand  axe  (A',  B'),mais  n'existe 
plus  pour  l'hyperbole  voisine  du  petit  axe  (A,  B)  ^  en 
d'autres  termes,  on  a 

mais  6  n'est  pas  égal  à  B-, 

19.  Soit  T/  la  coordonnée  du  point  de  section  circu- 
laire j  par  ce  point  menons  une  tangente,  et  soit  z  le 
point  où  cette  tangente  coupe  le  petit  axe  :  on  a 

tang  ri  tang  Ç  =  tang-  p , 

^  est  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  au  point  z  5  et 

ces  T  =  cos  ■/.,  cos  (  Ç  —  *5  )  =  <^os  -/.,  cos  t  cos  y]  +  ces  ■/,  sin  Ç  sin  r,  ; 

x-i  est  l'abscisse  du  point  de  section  circulaire^  et  t  la  lon- 
gueur de  la  tangente  entre  ce  point  et  le  point  z. 
Éliminant  ^,  on  obtient 

cos  ■/,  sin  rt  séc-  ^ 


\/tang'  p  -h  tang- ri 


et  Ti  étant  l'ordonnée  commune  à  l'ellipse  et  à  l'hyper- 
bole, 

sin'  S  ces-  X 
tang'  «  — 


cos^  a  sin'  >  +  ces'  p  cos'  \  ' 
et  aussi 

sin  -/.,  ■=  sin  a  sin  )i  ; 


(  x'3  ) 
faisant  les  substitutions  nécessaires ,  nous  obtenons 

(  tang'  a  cos'  y.  4-  tanc'  8  sin'  )>  ) 
^  ^      I   séc'  a  cos'  l  4-  sec^  p  sin'  X    ) 

(■^6)    tang  -  =  tang  X  sin  a  t  /  — 


—  e'  sin'  X 


sin-  £  sin'  X 

ou 

sin^  a  —  sin-  S  .     ,         . 

e^  =:  — r-T r-*-      (voir  equation  12). 

sm'  a  cos'  p 

Soit  t'  le  segment  de  la  tangente  prolongée  jusqu  au 
grand  axe ,  nous  aurons 

,         sinx,  cos>î  séc' a 
cos  T  = 


tang-  X, 


sin'  rj  = 


V^tang'  a  +  tang'  x, 

tang*  a  cos'  X 
tang'  a  ces'  X  H-  tang'  p  sin'  X 
tang'  p  sin'X 


tang'  a  séc'  a  ces'  X  -h  tang'  (3  séc'  jS  sin'  X 
éliminant  Hj  et  y; ,  on  a 

tang  X  tang'  S  ces'  a 


(77)  langT'  = 


V    I  —  si 

;78)     tang(T-T')  = 


e'  sin-  X 


sin'  e  sin'  X 
de  là 

e'  sin  a  sin  X  cos  X 


v/(i  —  e'  sin'  X)  (1  —  sin'  e  sin'  X) 
d'où,  en  vertu  de  l'équation  (60), 

analogue  à  l'équation  (44  ^w). 


.4Hn.   tf<?  Mathémat.,  t.    XIII.  (  3Iars  i854.) 


{  "4  ) 


NOIVEILE  MÉTHODE  POUR  DIVISER  l\  POLYGONE  E\  PARTIES 
PROPORTIONNELLES  A  DES  OIANTITÉS  DONNÉES  PAR  DES 
DROITES  PARTANT  DTN  POINT  QIELCONQIE  PRIS  DANS 
SON  INTÉRIEIR: 

Par  m.   EUZET, 

Garde  du  Génie,  à  Toulon. 


Soit, pourfîxeiles idées, roctogoneirrégulicrABC..  .GH 
à  diviser  en  9  parties,  proporlionuelles  aux  quantités 
a,  è,  c, . . . ,  par  des  droites  partant  du  point  O,  la  première 
ligne  de  division  ON  '  étant  donnée. 

Prolongez  tous  les  côtés  de  la  figure  indéfiniment  et 
dans  le  même  sens-,  menez  par  le  point  \  ,  à  la  première 
diagonale  fictive  OA  ,  la  parallèle  N  A'  terminée  à  la  ren- 
contre de  AB  prolongé  en  A';  menez  par  A'  à  la  diago- 


1  l'y  j 

nale  suivante  OB,  la  parallèle  A'  B'  terminée  au  prolon- 
gement de  BC,  et  ainsi  de  suite,  vous  rencontrerez  le  pro- 
longement du  côté  AH  de  départ  en  un  certain  point  H' 
tel,  que  le  triangle  ^  OH'  sera  équivalent  à  l'octogone  pro- 
posé. 

Cela  admis,  divisez  \H'  en  parties  A  ï,  IK  ,  KL,  etc., 
proportionnelles  aux  quantités  données  a,  è,  c,  J,  etc.  ; 
menez  par  les  points  de  division  I,  K,  L,  M,  N,...,  des 
parallèles  à  G'  H'  terminées  sur  HG,  ou  son  prolonge- 
ment, en  1',  K',L',  M',...  ;  menez  par  ces  derniers  points 
des  parallèles  à  F'  G'  terminées  sur  FG  ou  son  prolon- 
gement en  K",  L",  M'',...,  et  ainsi  de  suite,  vous 
rencontrerez  nécessairement  les  côtés  proprement  dits  de 
l'octogone,  aux  points  I",  R",  L'",  M"',  N',...  ,  qui  étant 
joints  avec  le  point  O,  détermineront  des  droites  parta- 
geant l'octogone  proposé  en  9  j)arties  ayant  entre  elles  le 
rapport  demandé. 

Il  suffit  de  faire  voir  qu'une  partie  quelconque  OYM 
du  triangle  OVH'  est  équivalente  à  la  partie  correspon- 
dante VHGEM'"  du  polygone  proposé  ;  en  efïet  :  le  trian- 
gle OVM  =  OVH  -h  OHM  =  OVH  -f-  OHM'  --=^  0\  GH 
-^  OGM'  =  OVHG  +  OGM"  =  OVHGF  +  OFM" 
=  OVHGF  -h  OFM'"  =  OYHGFM'^  ;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 


TABLES  \m  LOGARITHMES  NÉPÉRIENS  DE  ZACIIARIIS  DASE. 


L'observatoire  de  Vienne,  comme  tous  les  autres  ob- 
servatoires principaux ,  le  nôtre  excepté  (*) ,  publie  des 

(*)  IVoiis  pouvons  espérer  qtio  cette  honteuse  exception  cessera  bientôt. 


(  ii6  ) 
jt anales,  sous  la  direction  de  M,  le  directeur  Louis 
de  Littrow.  Le  XIV*"  volume  de  la  nouvelle  série  (i85i) 
contient,  dans  le  \"  cahier,  une  Table  des  logarithmes 
naturels  de  la  même  étendue  que  les  logarithmes  de 
Briggs  dans  les  Tables  de  Vega. 

Ces  Tables  ont  été  calculées  de  tète  par  le  célèbreZaclia- 
riusDase,  la plusgrande  faculté  calculatricementalequiait 
jamais  existé  (Nouvelles  An?iales,  tome  IX,  page  12).  La 
Table  s  étend  de  i  à  io5  000,  Dans  l'introduction,  Tauteur 
dit  :  Cette  Table  a  été  calculée  avec  le  plus  grand  soin 
avec  10  chiffres,  ajin  d'avoir  le  7"  chiffre  avec  exactitude . 
J'ai  lu  moi-même  les  épreuves ,  et ,  Virupression  achevée, 
fai  tout  calculé  de  nouveau  et  ti'y  ai  trouvé  que  les  six 
erreurs  suivantes. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  Futilité  des  logarithmes  na- 
turels ,  puisque  les  intégrations  ne  s'opèrent  immédiate- 
ment que  par  ces  logarithmes-,  par  le  même  motif,  il 
serait  extrêmement  commode  d'avoir  les  logarithmes  na- 
turels des  lignes  trigonométriqucs.  C  est  ce  qu'on  devrait 
faire  faire  à  ^  ienne  par  M.  Dasc  ,  ou  ce  que  le  Bureau  des 
Longitudes  pourrait  faire  exécuter  à  Paris  par  l'excellent 
et  intelligent  calculateur,  M.  Koralels.  Le  plus  précieux 
de  tous  les  instruments  arithmétiques  est  celui  que  la 
nature  organise  dans  certains  cerveaux  privilégiés.  Pour- 
quoi ne  pas  en  tirer  parti  dans  l'intérêt  de  la  science  (*)? 

Si  nous  avions  des  Tables  usuelles  pour  les  lignes  hy- 
perboliques,  les  logarithmes  de  Leonelli ,  dit  de  Gauss , 
les  fonctions  elliptiques,  les  F  de  Legendre,  les  loga- 
rithmes intégrants  de  Solner,  etc.,  toutes  ces  transcen- 
dantes  Uniraient  par    entrer   dans  le  domaine    public, 

(*)  M.  Grandmange,  né  à  Épinal  (  Vosges)  en  i835,  sans  bras  et  sans 
jambes,  donne  des  séances  publiques,  boulevard  du  Temple,  n"  !\ ,  où 
il  exécute,  de  tct'' ,  des  opérations  très-compliquées  d'arithmétique  et 
d'algèbre. 


(  ^'7  ) 
comme  aujoiud  liiii  les  lignes  trigoiiométiiques,  quelha- 
bitude  nous  fait  envisager  sans  frayeur.  Une  intégiale 
ramenée  à  une  de  ces  transcendantes  serait  une  intégrale 
connue,  et  beaucoup  de  questions  de  physique  difficiles 
auraient  des  solutions  vulgaires  ,  tels  que  sont  maintenant 
les  calculs  qui  exigent  des  logarithmes  et  des  sinus.  Toule 
transcendante  pour  l.Kjuelle  il  existe  une  Table  et  des 
relations,  additions,  soustractions,  etc.,  a  une  utilité 
pratique.  Le  Bureau  des  Longitudes  est  ou  devrait  être 
principalement  institué  pour  ce  genre  d'utilité. 

PROBLE.MES  DE  GEOMETRIE  QUI  SE  RAPPORTENT  Al  CALCIJL 
DES  ORBITES  COMÉTAIRES; 

D  APBts  M.   GRLNERT. 

'Arcli.  de  Malliématiques  ,   t.  XVII,   p.  121  ;  i85i.' 


Problïîme  1 .  Quatre  droites  sont  données  dans  un 
planj  méfier  une  cinquième  droite  telle,  que  les  trois  seg- 
ments interceptés  par  les  quatre  droites  soient  dans  un 
/apport  donné. 

(Newton,  Arith.  unis^ers.  Prob.  géom.  oO,  ) 

Une  sokition  synthétique  très-simple  estdue  au  célèbre 
architecte  et  géomètre  sir  Christopher  ^^'  ren.  On  la  tiouve 
dans  l'Astronomie  de  David  Grégory  ,  lib.  ^  ,  prop.  12. 

Problème  2.  Trois  droites  sont  données  dans  Ves- 
pace  j  mener  une  quatrième  droite  telle,  que  les  segments 
interceptés  par  les  trois  droites  aient  un  rapport  donné. 

(BouGUER ,  de  la  Détermination  de  Torbite  des  comètes, 
Mém.  de  VAcad.  des  Sciences,  lySS,  page  33i.) 

Problème  3.  Quatre  droites  sont  données  dans  l  es- 
pace j  mener  une  droite  qui  coupe  les  quatre  droites. 

Problème  i.    Trois  droites  et  un  point  V  ■^onl  donnée 


(ii8) 
dans  l'espace  ;  décrire  une  parabole  ayant  ce  pomt  pour 
foyer  et  coupant  les  droites  aux  points  A ,  B  ,  C ,  r/e  ma- 
nière que  les  aires  des  triangles  FAB,  FBC  soient  dans 
un  rapport  donné. 

(Olbers,  Ahhandlung  ûber  die  leichtesie  und  he- 
queinste  méthode  die  Bahn  eines  conieten  zu  berechnen  ^ 
A\'eimar,  1797.  —  C'est  la  célèbre  dissertation  sur  la  mé- 
thode la  plus  facile,  la  plus  commode  de  calculer  l'orbite 
d'une  comète.  On  en  a  une  nouvelle  édition,  considéra- 
blement augmentée  par  Encke.  Weimar,  1847.  Onydonne 
la  solution  de  ce  problème  4.) 

Problème  5.  (Quatre  droites  et  un  point  F  sont  don- 
nés dans  l'espace  j  mener  par  ce  point  un  plan  qui  coupe 
les  quatre  droites  en  quatre  points  A,  B,  C,  D,  telle- 
ment que  les  aires  des  trois  triangles  FAB,  FBC,  FCD 
soient  dans  des  rapports  donnés. 

C'est  à  ce  problème  que  M.  Grunert  ramène  le  calcul 
de  l'orbite.  La  solution  est  analytique,  et  l'auteur  en  fait 
l'application  à  la  comète  de  1769.  Le  calcul  est  direct, 
sans  aucun  tâtonnement,  et  n'exige  que  les  connaissances 
élémentaires  des  deux  trigonométries  ;  mais  c'est  aux 
astronomes  calculateurs  à  en  juger. 

Il  est  presque  superflu  de  dire  que  c'est  la  loi  de  Ke- 
pler sur  les  aires  qui  rattache  le  problème  des  comètes  à 
la  géométrie. 

La  première  idée  d  assigner  une  parabole  aux  orbites 
cométaircs  appartient  à  un  ecclésiastique  nommé  Dolfel 
de  Plauen,  dans  le  Voigtland.  Voici  le  titre  de  son  ou- 
vrage :  yistronondsche  betrachtungen  des  grossen  come- 
ten.  TVelcher,  1680  und  1681,  erschienen ,  dessen  zu 
Plauen  angestellte  observationes ,  'von  M.  G.  S.  D. 
Plauen,  1681.  (Considérations  astronomiques  sur  la 
grande  comète  qui  a  paru  en  1680  cl  1681,  avec  les  ob- 
sei varions  faites  à  Plauen  en  1681.) 


(  ^'9  ) 
Ce  sont  précisément  les  calculs  sur  cette  comète  qui 
ont  amené  Newton  à  proposer  une  orbite  parabolique , 
mais  postérieurement  à  Dolfel,  car  la  première  édition 
des  Principes  est  de  1687;  c'est  aussi  la  célèbre  comète 
dont  Halley  a  prédit,  en  «  7o5 ,  le  retour  pour  lySp. 

SOLITION  DE  LA  QUESTION  283 

(TOir  t.  XII,  p.  443)  ; 

Par  m.   h.   ROCHETTE,  S.  J., 

de  la  maison  ecclésiastique  de  Vais,  près  Le  Puy. 


Lemme.  Lorsque  deux  triangles  ont  même  base,  la 
droite  qui  joint  leurs  sommets  est  parallèle  à  celle  qui 
joint  leurs  centres  de  gravité. 

Soient  ABC,  ABC  deux  triangles  ayant  même  base-,  si 
nous  désignons  par  G  et  G'  leurs  centres  de  gravité ,  par 
h  et  h'  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  G  et  G' 
sur  la  droite  AA',  nous  avons ,  d'après  une  propriété 
connue  (*)  {^voir  Briot  et  Bouquet,  Géométrie  analy- 
tique, 1^  édition,  n"  33,  1°) 

/       ^'i  +  '''1  II       ^''  -*-  ''''1 

//i  et  A',  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  B 
et  C  sur  A  A'.  Donc  /i=  h'  et  A  A'  est  parallèle  à  GG'. 

Dans  un  quadrilatère  plan,  trois  fois  l'aire  du  triangle 
formé  par  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  comme 
sommet,  et  un  côté  A  du  quadrilatère  comme  base,  plus 
l'aire  du  triangle  formé  par  1  intersection  des  deux  diago- 
nales comme  sommet ,  et  le  côté  opposé  à  A  comme  base, 
est  égale  à  l'aire  du  quadrilatère.  (Mobius.) 

(*)  Cette  propriété  se  démontre  aussi  très-simplement  d'une  manière 
élémentaire. 
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Soient  ABCD  le  quadrilatère  donné ,  AB  le  côté  désigné 
par  A ,  et  G  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  à  l'inter- 
section des  deux  droites  G' G",  Gi  G'  ,  qui  joignent  les 
centres  de  gravité  G',  G",  Gj  ,  G',  des  triangles  BCD  , 
ABD,  ABC,  ADC. 

Construisons  par  la  pensée  le  triangle  qui  a  le  côté  DC 
pour  base  et  même  centre  de  gravité  que  le  quadrilatère. 
Les  lignes  qui  joignent  le  sommet  O'  de  ce  triangle  aux 
points  A  etB  sont  respectivement  parallèles  [Lemme)  aux 
droites  Gj  G',  et  G'  G,  et,  par  conséquent ,  aux  droites  BO 
et  AO .  Le  quadrilatère  AOBO'  estdonc  un  parallélogramme, 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O'  sur  AB  égale  la 
perpendiculaire  h  abaissée  du  point  O  sur  AB. 

Désignons  par  H  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G 

sur  AB,  et  par  h'  et  h"  les  perpendiculaires  abaissées  des 

points  D  et  C  sur  cette  même  droite.  Nous  aurons  i^voir 

Briot  et  Bouquet,  Géométrie  analytique ,  numéro  déjà 

cité) 

h'  -f-  h"  —  h 
H  = ^ , 

d'où,  si  nous  représentons  par  T,   T',  T",  T",  T'^  les 
triangles  GAB,  ABC,  ABD,  ABO,  ODC, 

3  T  =  T'  -H  T"  —  T'", 


(  12^  ) 

ou  bien 

3  T  H- T'*  =  surface  du  quadrilatère,     c.    q.  f.  d. 
M.  Genocclii  (Angelo)  donne  une  solution  analogue. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  284 

(voir  t.  XII,  p.  44  3)  ; 

Par  m.   h.  ROCHETTE  ,  S.  J. , 

de  la  maison  ecclésiastique  de  Vais,  près  Le  Puy. 


Soient  le  quadrilatère  plan  ABCD  5  E  l'intersection 
des  côtés  CB  et  DA  5  F  Fintersection  de  BA ,  CD.  Prenons 
un  point  quelconque  T  sur  la  diagonale  AC  ;  par  les  deux 
points  A  et  T  faisons  passer  un  premier  cercle  ;  par  Cet 
T,  un  deuxième  cercle  :  le  premier  cercle  coupe  AD  en 
P  et  AB  en  Q  ;  le  deuxième  cercle  coupe  CB  en  R  et  CD 
en  S.  Par  les  points  Q,  B  ,  R  faisons  passer  un  troisième 
cercle  ,  et  par  les  points  P,  D,  S  un  quatrième  cercle  5  ces 
deux  derniers  cercles  (troisième  et  quatrième)  couperont 
la  diagonale  BD  en  un  même  point  U.  Menons  un  cin- 
quième cercle  par  les  points  P,  E,  R,  et  un  sixième 
cercle  par  les  points  Q,  F,  S  :  ces  deux  derniers  cercles 
coupent  la  troisième  diagonale  EF  au  même  point  V. 

Les  six  cercles  se  coupent  en  un  même  point  Z ,  et  les 
six  arcs  ZA  ,  Z13,  ZC ,  ZD,  ZE,  ZF,  pris  d'un  même  côté, 
sont  semblables. 

Soit  G  l'intersection  des  deux  diagonales  AC,  BD;  les 
quatre  points  G  ,  U,  T ,  Z  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

Soit  H  l'intersection  des  diagonales  AC,  EF;  les  quatre 
points  H,  V,  T,  Z  sont  sur  une  même  circonférence. 

Soit  enfin  I  l'intersection  des  diagonales  BD,  EF;  les 
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quatre  points  I,  U,  V,  Z  (*)  sont  sur  une  même  rircon- 
férence.  (Moeius.) 


Les  deux  premiers  cercles  se  coupant  en  Z,  le  troi- 
sième, qui  passe  par  les  points  Q,  B,  R,  passera  aussi 
par  ce  point  Z;  car  le  quadrilatère  QBRZ  est  iuscrip- 
tible ,  puisque 

ang  BRZ  =  ang  ATZ  =  ang  AQZ. 


(*)  La  lettre  T,  qui  se  trouve  dans  l'énoncé  ,  nous  a  paru  devoir  être 
remplacée  par  la  lettre  V. 


(  ^-:^  ) 

De  même ,  nous  avons 

ang  ZSC  =  ang  ATZ  =  ang  ZPD , 

et  le  quadrilatère  PDSZ  étant  inscriptible,  le  cercle  qui 
passe  par  les  points  P,  D,  S  passe  aussi  par  le  point  Z. 

U  étant  le  point  de  rencontre  du  troisième  cercle  avec 
la  diagonale  BD ,  si  U'  est  le  point  de  rencontre  du  qua- 
trième cercle  avec  cette  même  diagonale,  on  a 

ang  BUZ  =  ang  AQZ  =  ang  ZPD , 

et,  par  conséquent,  les  angles  BUZ,  DU'Z  sont  supplé- 
mentaires ,  c'est-à-dire  que  les  points  U  et  U'  se  confon- 
dent en  un  seul. 

Le  quadrilatère  PERZ  est  inscriptible ,  car 

ang  CRZ  =  ang  ATZ  =  ang  ZPD. 

Le  cinquième  cercle  passe  donc  par  le  point  Z. 

Le  quadrilatère  FQSZ  est  aussi  inscriptible,  car  nous 
avons 

ang  CSZ  =  ang  ATZ  =  ang  AQZ , 

et,  par  conséquent,  les  angles  FSZ  ,  FQZ  sont  supplé- 
mentaires. Le  sixième  cercle  passe  donc  parle  point  Z. 

Soient  \  et  V  les  points  où  le  cinquième  et  le  sixième 
cercle  rencon tirent  la  diagonale  FE;  ces  deux  points  se 
confondent  en  un  seul,  car 

ang  EVZ  =  ang  ZPD  =  ang  AQZ  =  ang  FV  Z. 

Ainsi ,  les  six  cercles  se  coupent  en  un  même  point  Z, 
et  les  six  arcs  ZA,  ZB,  ZC,  ZD,  ZE,  ZF,  pris  d'un  même 
côté,  sont  semblables,  puisque  les  angles  ZQA,  ZRB, 
ZSC ,  ZPD ,  ZYE ,  ZSF  sont  égaux ,  comme  on  Fa  vu  dans 
le  cours  de  la  démonstration. 

G  étant  le  point  d'intersection  des  diagonales  BD,  AC  , 
les  quatre  points  G ,  U,  T,  Z  sont  sur  une  même  circon- 
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lérence,  puisqu'on  a 

ang  GTJZ  =  ang  AQZ  =  ang  ATZ. 

Les  quatre  points  H ,  \  ,  T,  Z ,  sont  aussi  sur  une 
même  circonférence,  car 

ang  HVZ  =  ang  EFZ  =  ang  HTZ. 

L'angle  E\  Z=  angZPD  =  ang  lUZ  ,  d'où  le  quadri- 
latère 1U^  Z  est  inscriptible,  et  les  quatre  points  I ,  U ,  \  , 
Z  sont  sur  une  même  circonférence. 
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Eléments  d  Arithmétique  théorique  et  pratique,  par 
M.  E.-A.  Tarnier,  docteur  es  sciences  mathématiques. 
2*^  édition,  conforme  aux  nouveaux  Programmes  d'en- 
seignement. Paris,  i853:  i  vol  in-8  ,  de  iv-298  pages. 
Les  Nouvelles  Annales  ont  rendu  un  compte  favorable 
de  la  première  édition  de  ces  Eléments  (tome  X,page  3oi). 
La  seconde,  quoique  conçue  dans  le  même  esprit,  est  à 
quelques    égards    un  ouvrage  nouveau.  L  auteur  aban- 
donne la  méthode  synthétique  pour  y  substituer  TanaK'- 
tique,  qui,  partant  des  définitions  des  opérations,  con- 
duit graduellement  à  la  manière  de  les  ellectuer.  Le  style 
plus  concis  a  permis  de  réduire  l'ouvrage  de  444  pag<^s  à 
298,  sans  supprimer  rien  d'essentiel. 

Nous  n'avons  que  des  éloges  à  donner  à  la  manière  dont 
M.  Tarnier  a  exposé  les  théories,  souvent  délicates,  de 
l'Arithmétique.  jNous  ne  nous  permettions  (pu;  quelques 
critiques  de  détail. 

Etait-il  bien  nécessaire  de  dire  (page  i)  que  :  k  un 
»   nombre  est  plus  ou  moins  grand  suivant  (juil  contient 
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»  plus  ou  moins  d'unités,  »  et  que  :  «  c'est  pour  cela  que 
»  l'on  regarde  l'unité  comme  le  terme  de  comparaison 
»   auquel  on  rapporte  la  grandeur  des  nombres.  » 

La  numération  aurait  peut-être  gagné  à  être  divisée  en 
deux  parties,  savoir,  la  nomenclature  et  la  notation.  Il  y 
a  là  deux  choses  distinctes  et  successives  dans  l'ordre  des 
idées,  comme  elles  Font  été  dans  l'ordre  historique. 

Enfin,  tout  en  croyant ,  avec  M.  Tarnier,  qu'on  a  sou- 
vent abusé  des  symboles  littéraux  en  Arithmétique,  nous 
ne  pensons  pas  qu'on  doive  les  écarter  systématiquement. 
L'important  est  d  être  clair  et  concis,  et,  dans  chaque  cas 
particulier,  il  nous  paraît  convenable  d'employer  sans 
scrupule ,  le  fond  restant  le  même ,  la  forme  la  mieux 
appropriée  à  ce  double  but. 

Malgré  ce  dissentiment ,  nous  ne  confondons  pas  le  sa- 
vant examinateur  avec  ces  ennemis  personnels  de  l'Al- 
gèbre qui  font  à  cette  science  une  guerre  acharnée,  et 
ont  même  exprimé  publiquement  le  regret  de  ne  pouvoir 
la  supprimer.  Nous  reconnaissons  même  que  M.  Tarnier 
s'est  tiré  avec  avantage  de  plusieurs  passages  qu'il  était 
bien  difficile  de  rendre  en  discours  ordinaires,  mais  son 
exemple  ne  nous  a  pas  converti. 

La  plus  grave  accusation  que  les  ennemis  dont  nous 
parlions  tout  à  Ibeure  portent  à  l'Algèbre,  est  àe  fausser 
le  jugement  (*).  Il  parait  difficile  d'admettre  qu'un  pa- 
reil résultat  soit  produit  par  une  méthode  reconnue 
exacte,  d'un  consentement  unanime.  En  quoi  un  raison- 
nement en  langage  ordinaire  diffère-t-il  d'un  raisonne- 
ment en  langage  algébrique  ?  En  rien ,  si  ce  n'est  que  les 
termes  généraux  servant  à  désigner  un  bifWidu  quel- 
conque ^^ris  àans  wne  classe  d'objets,  sont,  dans  l'un, 

(*)  La  même  accusation  vient  d'être  portée  par  l'auteur  d'un  Traité 
d'arithmétique  contre  la  règle  de  trois ,  la  régula  aurea  des  anciens. 
Pauvre  règle  de  trois! 
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des  mots  irOs-lonys  ou  même  des  périphrases,  et,  dans 
l'autre,  des  mots  les  plus  courts  possible,  des  mots  d'une 
seule  lettre.  Comment  uneplarase  sensée  dans  une  langue 
peut-elle  n'avoir  pas  le  sens  commun  dans  une  autre ,  si 
la  traduction  est  exacte?  Les  ennemis  personnels  de  l'Al- 
gèbre feraient  bien  de  nous  expliquer  ce  paradoxe. 

Nous  ne  prétendons  pas  qu'un  savant  algébriste  ne 
puisse  être  un  médiocre  logicien  ;  cela  s'est  vu  et  se  voit 
encore  ;  mais  l'Algèbre  n'y  est  assurément  pour  rien.  En 
général,  on  est  trop  porté,  quand  on  discute  une  mé- 
thode, soit  pour  l'attaquer,  soit  pour  la  défendre,  à  faire 
bon  mai  elle  de  linlelligence  humaine,  qu'on  traite 
comme  une  matière  inerte.  Les  bonnes  méthodes  ne  font 
pas  les  bons  esprits,  mais  les  bons  esprits  seuls  savent 
tirer  parti  des  bonnes  méthodes  et  quelquefois  même  des 
mauvaises. 

Théorie  des  Logarithmes,  conforme  aux  nouveaux 
Programmes  d'enseignement;  par  le  même.  Paris, 
i853.  In-8  ,  de  11-96  pages. 

On  sait  que  les  petites  précautions  font  les  grands  cal- 
culateurs. Les  détails  les  plus  minimes  ont  leur  impor- 
tance, dès  qu  il  s  agit  d'abréger  un  travail  aride  et  de  di- 
minuer les  chances  d'erreurs.  Il  y  a  là  un  art  qui  ne  peut 
sans  doute  s'acquérir  que  par  beaucoup  d'exercjce-,  mais 
de  bons  préceptes  peuvent  en  faciliter  Tapprentissage. 
M.  Tarnier  rend  donc  un  grand  service  aux  jeunes  élèves 
en  leur  présentant,  à  côté  d'une  théorie  complète  des  lo- 
garithmes, un  ensemble  très-varié  et  très-bien  choisi 
d'applications  propres  à  servir  de  modèles.  iNous  enga- 
geons les  élèves  à  refaire  tous  les  calculs  en  suivant  leurs 
propres  inspirations,  puis  à  comparer  leur  marche  avec 
celle  de  l'auteur.  Cette  comparaison  leur  fera  mieux 
apprécier  toutes  les  finesses  dont  se  compose  l'art  difficile 
de  bien  calculer. 


\v 
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DE  LA  VALEIR  DU  RAYON  DE  COIRBIRE  D INE  COURBE 
ALGÉBRIQIE  M  M  POINT  D  INFLEXION  OU  DE  REBROIS- 
SEMENT; 

Par   m.   breton  (de  Champ), 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  algébrique  en  un 
point  d'inflexion  oude  rebroussement  est,  en  général,  nul 
ou  infini.  Toutefois  ,  dans  le  cas  d'un  point  de  rebrousse- 
ment de  seconde  espèce ,  la  valeur  de  ce  rayon  peut  ne 
pas  être  nulle  ni  infinie.  Ces  circonstances  méritent  d'être 
examinées  avec  soin,  et  les  notions  qui  se  rattachent  à 
cet  ordre  de  considérations  sont  susceptibles  d'applications 
importantes.  Par  exemple,  la  possibilité  d'obtenir  au 
foyer  des  télescopes  des  images  suffisamment  claires  tient 
essentiellement  à  ce  que  les  rayons  de  courbure  des 
caustiques  sont  nuls  en  leurs  points  de  rebroussement. 

Points  d'inflexion.  Supposons  que  l'on  ait  pris  pour 
axes  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe 
au  point  que  l'on  considère.  L'équation  de  celle-ci  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

a  étant  un  nombre,  et  u  une  fonction  de  .r,  rationnelle 
ou  non,  qui  ne  devient  pas  nulle  pour  x  =  o.   Quant  à 

l'exposant  a,  nous  le  mettrons  sous  la  forme  — ?  m  et  // 

étant  deux  entiers  positifs  premiers  entre  eux.  On  voit 
immédiatement  que  si  m  et  n  sont  impairs  ,  j  change  de 
signe  avecjr,  et  ne  cesse  pas  d'être  réel.  D'un  autre  côté. 


(  I^«  ) 


dy  a— I  o^dv 

—  zin  a.X  V  -\- X    ——: 

dx  dx 


J    „'„„„„i^  — ..-r.   jj  __  Q_    5[    nous 


d'où  il  résulte  que  si  a  est  plus  grand  que  i  ,  ou  m  ^  n , 

le  premier  terme  de— -  s'annule  pour 
^  dx 

admettons  en  même  temps  que  —  ne  devient  pas  infini 

pour  a:  =  o,  ou  plutôt  que  x    —  devient  nul,    l'origine 

des  coordonnées  sera  bien  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe,  dans  les  conditions  mêmes  que  nous  avons  sup- 
posées. 

On  a,  d'ailleurs, 

d"^  y  ,  a  — 2  a  — i^"  t».d'^v 

— -^  =  a(a—  I    a:  v  -^  ia.x  T  -^  ^    1~-l'-> 

dx'  dx  dx^ 

et ,  par  conséquent ,  la  valeur  du  rayon  de  courbure ,  don- 
née, comme  on  sait,  par  l'expression 


v-m 


d'y 
dx'^ 


devient 


I  4-  I  oix  ^  -\-  X    -7-  ] 


ocd^V 
dx) 


,  ,      a  — -2  y.—  ldv  xdv 

a.  (ce.  —  l)x  V  -\-  'îcnx  — h  x    —— 

^  dx  dx^ 


Comme  on  peut  toujours  prendre  les  x  positifs  du  côté 
où  l'ordonnée  y  est  positive ,  et  conséquemment  -7-^  ^  o, 
je  ne  me  préoccupe  pas  du  double  signe.  Cela  posé,  pour 
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toutes  les  valeurs  de  a  plus  grandes  que  2,  le  dénomina- 
teur sera  nul  pour  x  =  o,   et  le  numérateur  se  réduira  à 

tumte,    pourvu  toutefois  que  .r    -—  devienne  nul,    ce 

que  nous  admettons.  Donc  le  rayon  de  courbure  est  alors 
infini. 

Pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  i  et  2,  le  numé- 
rateur se  réduit  à  Funité-,  mais  le  dénominateur  devient 

infitti  à  cause  du  terme  a  (a  —  i  )  x  i^.  Le  rayon  de 

courbure  est  donc  alors  égal  à  zéro. 

a  =  2  ne  donne  pas  de  point  d'inflexion  ,  car  Téquation 
de  la  courbe  est  j  =  x^  p-,  et  y  conserve  le  même  signe 
lorsque  x  passe  du  positif  au  négatif. 

Nous  voyons  par  là  que  le  nombre  des  cas  où  le  rayon 
de  courbure  est  nul  est  fort  petit  relativement  à  ceux  où 
ce  rayon  est  infini ,  puisque  les  premiers  n'ont  lieu  que 
pour  des  valeurs  de  a.  comprises  entre  i  et  2 ,  tandis  que 
les  autres  correspondent  aux  valeurs  de  a  plus  grandes 
que  2. 

Points  de  rehroussenient.  Prenons  encore  pour  axes 
des  X  et  des  y  la  tangente  et  la  normale;,  léquatiou  de  la 
courbe  pourra  être  mise  sous  la  forme 

J  ^  U-\-  X     f  , 

Il  étant  la  demi-somme  des  ordonnées  des  deux  brandies 
correspondant  aune  même  abscisse,  et  p"  une  fonction  de  .r, 

rationnelle  ou  non  ,  telle  que  x    —  et  x    -—  deviennent 

nuls  pour  .r  =  o  :  on  a  en  même  temps  —  =  o.  11  y  aura 

rebroussement  si  x    p"  devient  imaginaire  pour  des  valeurs 
négatives  de  x,  et  admet  deux  valeurs  réelles  et  de  signes 
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contraires  pour  des  valeurs  positives  de  x.  On  satisfait  à 

cette  double  condition  en  prenant  x  =  — ?  m  et  171  étant 


Q.n 


premiers  entre  eux.  Il  faut  d'ailleurs  que  Ton  ait  a  ^  i, 

■  dy  -  1 

sans  quoi  —  ne  serait  pas  nul  pour  x  =  o. 

Cela  posé,   nous  auions  pour  la  valeur  du  rayon  de 
courbure 

r  /du  y-i  a^A'l- 


eP  u  5(  _  2  y  —  i  (lo  a.et^v 

r/r  '  ^  ^  dx  dx' 


—-J  est,  pour  a:  =  o,  la  valeur  inverse  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe,  lieu  des  points  milieux  des  cordes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y.  Quand  cette  valeur  est  nulle,  le  re- 
broussement  est  àe  première  espèce.  Dans  le  cas  contraire, 
le  rebroussement  est  de  seconde  espèce. 

Dans  le  premier  cas ,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
proposée  est  infini  pour  a  ^  2  ,  car  le  dénominateur  est 
alors  nul,  et  le  numérateur  se  réduit  à  Tunité.  Pour  a 
compris  entre  i  et  2  ,  le  rayon  de  courbure  est  nul ,  car  le 
dénominateur  devient  infini  à  cause  du  terme 


a  =  2  ne  donne  pas  de  point  de  rebroussement. 

On  peut  donc  dire  que ,  dans  le  plus  grand  nombre  de 
cas,  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce  est  infini. 

Quand  le  rebroussement  est  de  seconde  espèce,  le  rayon 

I 

de  courbure  se  réduit  à  î  -—  j  pour  a  ^  2 ,  et  il  est  nul 


(  i3i  ) 
poui  a  compris  entre   i  et  2.  Ainsi  donc,   le  rayon  de 
courbure  en  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce 
est,  le  plus  généralement,  différent  de  zéro,    sans  être 
infini. 

Je  terminerai  en  faisant  remarquer  que  ces  points  de 
rebroussement  peuvent  être  divisés  en  deux  classes,  la 
première  correspondant  au  cas  où  le  point  correspondant 
de  la  développée  est  un  point  d'inflexion  ,  et  la  seconde  à 
celui  où  ce  point  est  lui-même  de  rebroussement.  U  y  a 
inflexion  quand  le  coefficient  différentiel  du  rayon  de 
courbure  n'est  pas  nul  pour  x  =  o,  et  rebroussement 
quand  ce  coefficient  différentiel  s'annule. 

Or,  le  coefficient  différentiel  de  l'expression  générale 
du  rayon  de  courbure  est 


flx 


[dxy 


Comme  -r-  s'annule  pour  x  =0,  nous  n'avons  à  con- 
ax 


sidérer  que 7~TT\1'  ^^ 

dx 

dj^        d"  u  .  ,  ,  ,     K  —  3      ,    Q     /  .     a.  —  idi' 

-^  =  — haa  —  I)(a  —  1)  x  v -^  ôciiu.—  i)x  -— 

dx^        dx^  ^  '^  '  ^  '  dx 

a_i  d'v  rtd^V 

et  nous  voyons  que  pour  «  ^  3,  les  quatre  derniers  termes 

d^v  .  - 

s'évanouissent  pour  j:  =  o,  pourvu  que  —  ne  puisse  de- 
venir infini  -,  ce  que  nous  admettons  ici.  D'un  autre  côté, 

9- 
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iA.  se  réduit  à  - — ?  donc  le  cas  le  plus  eénéral  est  celur 
d'un  point  d'inflexion.  Pour  a  <;  3 ,  le  terme 

a  (a  —  0  (^  —  2)"^  ^ 

devient  infini  lorsqu'on  fait  x  =  o  ;  donc  alors  le  rayon 
de  courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum,  et  l'on  a, 
dans  la  développée,  un  point  de  rebroussement. 

Pour  compléter  cette  discussion ,  il  faudrait  examiner 
divers  cas  particuliers  ,  mais  cela  nous  mènerait  ti'op  loin  ; 
je  laisse  ce  soin  au  lecteur. 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  81 

(  voir  t.  III,  p.  40)  ; 

Par  m.  HOUSEL, 

ï'rofesseur. 


Cliercher  une  courbe  telle ,  que  sa  polaire ,  relative- 
ment à  un  cercle  donné,  soit  égale  à  la  courbe  elle- 
même  (t.  III,  p.  40) • 

Prenons  le  centre  du  cercle  pour  origine  ^  x  çXy  étant 
les  coordonnées  delà  courbe  cherchée,  X  et  Y  celles  qui 
correspondent  dans  la  polaire  5  on  sait  que  X a:  -}- Y/  ==  r', 
r  étant  le  rayon  du  cercle.  Mais  il  est  plus  commode  de 
prendre  les  coordonnés  polaires ,  ce  qui  donne 

x=z  r  ces  (p ,     j'  =  p  sin  y , 
l'équation  de  la  courbe  cherchée  devenant 


(  »33  ) 
Avaut  (l'inlroduire  la  condition  que  l'enveloppe   des 
polaires  soit  égale  à  la  courbe  cherchée ,  nous  allons  con- 
sidérer cette  fonction  comme  quelconque  ,  et  l'équation 
de  la  courbe  enveloppe  sera 

R  =  F(a.), 

F  devant  être  déterminé  d'après  f.  Alors  on  a 

X  =  R  ces  w ,      Y  =  R  sin  w  , 
et  l'équation  de  chaque  polaire  devient 

Rp  (cos  w  ces  ç  +  sin  m  sin  tp)  =  /•% 

c'est-à-dire 

Rp  cos(ij)  —  w)  =  /•'. 

Comme  cette  équation  correspond  à  deux  valeurs  con- 
sécutives de  p  et  de  (jp ,  pour  chaque  valeur  de  R  et  de  o) , 
il  faut  la  dilférentier  par  rapport  à  p  et  à  y,  et  comme 

"        R  cos  (g>  —  w) 

on  a 

Rr/p  rfcos((p  —  w)  _  sin  (<}>  —  M)d<f 

r'  cos'((}) — w)  ces- (y  —  w)   ' 

on  peut,  dans  cette  équation,  poser -^  =  p',  et  rempla- 
cer cos  (ûp  —  w)  par  sa  valeur,  ce  qui  donnera 


cos(<p—  w)  =  ^^ 


ot 


2  ^' 


Cela  suffit  pour  déterminer  F  dans  le  cas  général ,  car  la 


(  i34) 
valeur  du  cosinus  doune  ''^  en  fonction  de  R,  de  w  et  de 
r*,  celle  du  sinus  donne  p  de  la  même  manière,  puisque 
jo'  =/■'  ((p) ,  et  ces  valeurs,  transportées  dans  p  =/(çp) , 
donnent  la  relation  cherchée  entre  R  et  w. 
Mais ,  au  lieu  de  poser 

R=rF(co), 

posons 

R=  F(a  —  w) 

(ce  qui  est  permis  puisque  F  indique  n'importe  quelle 
fonction),  a  étant  un  angle  constant,  et  w,  comme  ci- 
dessus,  l'angle  que  R  forme  avec  l'axe.  On  a  aussi 


R  = 


f'  CCS  [^  —  w) 

et  dillerentiant  par  rapport  à  R  et  w,  il  vient 

pdK  cl  ces  (  (p  —  w  )       sin  (©  —  w)«/((j(  —  w) 

r''  ces' ((j> — w"|  cos^(ij) — w) 

sin  (q>  —  w)rf(a  —  w) 
ces'  (y  —  w) 

On  voit  donc  que 

R  c/  &         r-  sin  (<p  —  w  )         rf  (  a  —  w  ) 
dtf  ces' (15)  —  w)  pdK      ' 

et 

/(9)  F(a-eo)' 

Ce  résultat  est  intéressant  par  lui-même,  mais  revenons 
à  la  question,  et  supposons  que  la  polaire  ne  soit  autre 
chose  que  la  courbe  primitive  qui  a  tourné  d'un  angle  a  ; 
les  fonctions^ et  F  seront  les  mêmes ,  et ,  par  conséquent , 


(  i35 


fi'?) 


sera  constant.  Posons  donc 


—  =  C,      ou     bien      —  =  Cf/'f , 


il  en  résulte 

^  ^  C  9  -f-  C, 

log  p  =  C  (j) -f- C,     et     p  =  e    '^  » 

ce  qui  représente  une  spirale  logarithmique  dont  on  sait 
que  la  développée  jouit  d'une  propriété  analogue. 

On  verra ,  dans  un  prochain  article ,  par  une  méthode 
appliquée  à  l'hélice  conique ,  que  celte  polaire  de  la  spi- 
rale logarithmique  n'est  pas  toujours  identique  à  la  pro- 
posée. Soit 

cot /3.9 
p  r=  me 

l'équation  de  la  spirale  donnée,  (3  étant  l'angle  que  fait 
la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  5  l'équation  de  la  polaire 
sera 

/•2  cot  ;?.(goH- /3  w) 

R  = ^-  e 

m  sin  p 

Donc  les  deux  courbes  seront  toujouis  semblables,  mais, 
pour  qu'elles  soient  identiques ,  sauf  la  position  ,  il  faudra 
que  l'on  ait 

r'  =  m-  sin  p. 

C'est  donc  par  erreur  qu'on  a  mis  pour  équation  de 
la  courbe  cherchée, 

p  =  tang  (p. 

Note.  M.  Gennochi  (Angelo)  fait  observer  qu'on  a  peut-être  confondu 

_.  sinjp  ^^^^     __  9  ^  équation  de  la  parabole  apollonienne,  car  on 

cos  9  cos^9 

peut  choisir  le  cercle  directeur,  de  manière  que  la  polaire  réciproque 


{  i36) 

d'une  parabole  soit  une  parabole  égale.  Celle  propriélé  apparlienl  même 
aux  paraboles  et  aux  hyperboles  de  tous  les  ordres.  En  effet ,  si 

est  Tequalion  de  la  courbe  donnée,  et 


celle  du  cercle  directeur,  on  trouve  sans  peine  que  la  polaire  réciproque 
est 


qui  peut  se  réduire  i»  l'équation  de  la  courbe  donnée  par  une  détermina- 
tion convenable  de  r. 


SIR  LE  RAPPOUT  DE  L  ARC  A  LA  CORDE; 

Par  m.   LEBESGUE. 


Soient  AOB  un  sccteui^  ciixulaiie  de  rayon  /*,  et  ao/3 
un  triangle  isocèle,  ao ,  |So  étant  pris  à  partir  du  centre 
sur  les  rayons  AO ,  BO.  On  peut  concevoir  un  nouveau 
secteur  de  même  angle  O  (semblable) ,  et  dont  l'arc  soit 
équivalent  à  a\6  ,  et  le  rayon  p.  On  peut  aussi  concevoir 
un  autre  secteur  encore  d'angle  O,  mais  dont  la  surface 
soit  équivalente  à  «0,5,  et  le  rayon  p,.  On  a,  d  après 
cela  , 

AB        r        sec  AOB        r^ 


Si  l'on  appelle  a  la  hauteur  du  triangle  isocèle,  on  trou- 
vera immédiatement 

Si  donc  on   savait  trouver  6  et  p, ,  ou   simplement  p , 
on  aurait  le  rapport  de  lare  à  une  ligne  donnée,   à  sa 


(  i37  ) 
corde  par  exemple,  à  son  siuus  ,  à  sa  tangente,  etc. ,  et 
des  rapports  analogues  pour  les  secteurs.  Or,  si  l'on  ap- 
pelle b  le  côté  du  triangle  isocèle  et  sa  base  ,  a.^  z=.  ic. 
Legendre  a  montré  que  si  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isocèle,  ainsi  que  sa  surface ,  devenait  moitié,  on  aurait 


et  Schwab  a  montré  [voiries  Géométries  de  M.  Vincent, 
de  M.  Amiot,  etc.  ),  que  si  l'angle  au  sommet  devenait 
moitié,  ainsi  que  la  base,  a  et  b  deviendraient 


Ainsi  il  suffirait  d'opérer  m  bissections  et  d'assembler 
2'"  triangles  isocèles  pour  en  former  un  secteur  polygonal 
de  2'"  côtés  (  rayons  non  compris) ,  et  l'on  pourrait  prendre 
in  assez  grand  pour  qu'il  fût  permis  de  considérer  le  sec- 
teur polygonal  comme  un  secteur  circulaii'e  de  rayon  p 
ou  pi.  Ce  moyen  de  trouver  le  rapport  de  l'arc  à  sa  corde, 
et ,  par  suite  ,  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
est  bien  plus  long  que  l'emploi  de  la  fornaule 

arc  (  tang  =  a:  )  =  X  —  —  H- — , .  •  •  » 

surtout  quand  on  emploie  l'artifice  indiqué  dans  le  Pro- 
gramme d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 

La  méthode  de  Schwab  pourrait  conduire  à  la  formule 

arc  ( tang  =  x)^:z  x ~  4-  •••, 

mais  bien  plus  longuement  que  la  méthode  des  dérivées. 
C'est  un  exercice  d'élimination  qui  n'est  pas  inutile. 


(  i38  ) 
THÉORÈME  COMBINATOIRE  DE  M.  STERN 

DÉMONTRÉ    PAR    M.     A., 

Capitaine  d'Artillerie. 


1.  Notation.  C'f  =  classe  combinatoire  d'ordre  p, 
avec  n  éléments  «i,  «2,^3,.  ..,<3„  et  as^ec  répétition; 
C^=  id,  sans  répétition . 

2.  Théorème. 

C""—  C'  C'^-'-H  C'C"""'  —  C'  C'^~'-|-.  .  .f— i)''C''=o. 

n  un  n       n  n       n  ^  /        n 

Démonstration.  Désignons  cette  série  par  S^;  C^''est 
évidemment  le  coefficient  de  hf  dans  le  produit  infini 

donc 

1  +  C''  A  +  C'/r-h..  .  =  P  -—  . Y^. ^— -7 T\; 

{i  —  aji){i—a,h)...{i  —  anh) 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur  qui 
nestautrequei— C„A-t-CVi*— C;A^4-...  +  (— i)"CVi", 

donc 

s''  =  o.  c.   Q.   F.   u. 

Note  du  rédacteur.  Jai  donné  une  démonstration,  mais 
bien  moins  simple,  du  même  théorème,  dans  le  Journal 
de  Mathématiques,  tome  III,  page  o5g. 


(  ï39  ) 
THÉORÈME  DE  M.  STEINER  SIR  LES  CERCLES  OSCLLATEIRS 

(voir  l.  xn,  p.  119), 
DÉMONTRÉ    PAR    M.     A., 

Capitaine   d'Artillerie. 


Théorème»  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une  ligne 
de  degré  n  passent  3  w  [n  —  i)  cercles  de  courbure  de  la 
courbe.  Si  le  point  est  sur  la  courbe,  ce  nombre  est  di- 
minué de  deux  unités. 

Démonstration.   Soit 

/{^,J>  z)  =o 

l'équation  de  degré  n  d'une  courbe  plane ,  rendue  homo- 
gène par  l'introduction  de  la  variable  z.  Si,  pour  abréger, 
on  pose ,  comme  dans  le  Mémoire  de  Jacobi  sur  les  tan- 
gentes doubles  (tome  XII,  page  i5o), 

f{.,y,z)  =  o,     -=a,     -  =  h,     -  =  o, 

(fi  (à)  =  /"(^x  -{-  ah,y  —  ah  ,z)  =:  m,  A'  +  m,  A'  + . .  .  -f-  «„ /i" , 
(fi  [h]  =  /[x  —  c/i,y,  z  H-  ail)  =  p,  h"-  -\-  C3  h?  +. .  .  +  c,,  A", 
(j»  (  A)  =  f{jc,y  +  cil,  z  —  bh)  =  «^j  h''  -+-  Wj  h^  -+-...+  (v„  h" , 

on  aura 

(1)     W2  JT^  =  tf  2  z- ,      u^f^  =  (>,z-        (tome  XII,  page  i5i). 

Cela  posé,  le  lieu  des  points  d  osculation,  en  prenant  le 
point  donné  pour  origine ,  est 


(  ï4o  ) 

équation  dans  laquelle  il  faut    mettre    pour   —  ■>    — -  , 

^  dx       dx"- 

leurs  valeurs  tirées  de  l'équation 

f[x,y,  z)  =  o. 
Or. 


dy           a 

d^y_       dx^^        \xdy"^-^dy^'''_ 

2,Uj 

dx            b 

dx-                                       b^ 

b'    ' 

done,  en  substituant,  on  aura 

(2)  —  (j'  -hx')  «2  +  {ax  -\-by){a'  -h  h'')=  o. 

Mais  l'équation 

/{x,y,  z)=  o 

étant  homogène,  on  a 

ax  -+-  by  -\-  cz  =  o , 
et,  d'après  l'équation  (i) ,  on  a 

(A)  (y'  -\-x')u,=  (u,-hix',)z'; 

par  suite,  l'équation  (2)  devient 

(cj  +  ^2  )  z  +  c  («'  -h  b^  J  =  o, 

équation  de  degré  3  {n  —  i).  En  combinant  cette  équa- 
tion avec  celle  de  la  courbe  donnée,  on  obtient  3  w  [n —  i) 
points  d'osculation;  si  le  point  est  sur  la  courbe,  il  est 
visible,  à  cause  de  l'équation 

ax  -h  by  -h  cz  =  o , 

„  df       d'/  ,  ,  ,         , 

que  /  —  et  -—  s  annulent  pour  x  =  o,  j-  =  o  5  donc  la 

courbe  représentée  par  l'équation  (A)  passe  par  le  point 
donné ^  ce  qui  est  évident  à  priori. 


(  i4i  ) 

Note  du  rédacteur.  Le  «ombre  des  tangentes  qu'on 
peut  mener  d'un  point  donné  à  a  courbe  est  Ji[n  —  i)  ; 
mais  lorsque  le  point  estsur  la  courbe,  la  tangente  qui  passe 
par  ce  point  est  la  même  que  celle  qui  passe  par  le  point 
consécutif,  de  sorte  qu'en  ce  point  deux  solutions  se  rédui- 
sent à  une  seule  etle  nombre  des  tangentes  est  72  [n  —  i) — i  ; 
de  même,  lorsqu'il  s'agit  d'un  cercle  osculateur,  le  même 
cercle  appartient  à  trois  points  consécvitifs,  et  trois  solu- 
tions se  réduisent  à  une  seule ,  de  sorte  que  le  nombre  de 
cercles  osculateurs ,  lorsque  te  point  estsur  la  courbe, 
est  3  »  (« —  i)  —  2.  Le  même  genre  de  raisonnement  s'ap- 
plique à  des  osculations  de  tout  ordre. 


QUESTION  DE  MINIMUM  RELATIVE  Al]\  VOIES  DE  TRANSPORT, 

Par  m.   J.-Ch.  DUPAIN, 

Professeur  an  Lycée  de   tiennes. 


Un  voyageur  veut  se  rendre  du  point  C  au  point  A  ^  il 
a  à  sa  disposition  une  ligne  de  chemin  de  fer  AB'  qui  ne 
passe  pas  au  point  C  ;  chemin  qu'il  faut  aller  rejoindre 
par  une  route  de  terre  CM.  On  demande  de  déterminer  Ja 
position  du  point  M  de  telle  sorte  que  la  durée  du  voyage 
soit  la  plus  petite  possible. 

Du  point  C  j'abaisse  CB  perpendiculaire  sur  AB', 

BC  =  n',     AB  =  c, 

V  vitesse  sur  le  chemin  de  fer, 

V  vitesse  sur  le  chemin  de  terre , 

V 
///  =  ^  J       CM  =  X, 


(  a^  ) 

Nous  aurons 

AM  =  c  —  sjx''  —  a'. 

En  représentant  par  t  la  durée  du  trajet , 


c  —  V  •^'  —  a^        X 

(0  '= \ +  v^' 

en  égalant  à  o  la  dérivée  de  t  par  rapport  à  a:,  on  a 

,  -t-  —  =  o,     d  ou     X  =z    ,-  ■■> 

V  V^'  —  a^       ^  VV^— V" 


y/i  —  m^ 


on  s'assure  aisément  que  c'est  une  valeur  minimum.   La 
valeur  correspondante  de  t  est 


;3)  vK°-^^'^' -"'')' 


on  arrive  au  même  résultat  en  développant  l'équation  (i) 
et  en  disposant  de  t  de  manière  à  rendre  les  deux  racines 
égales. 

L'équation  (2)  donne  aisément 


=v/-S^ 


or, 

-  =  ces  BCM  , 

X 

donc 

m  =  si n  BCM. 

Si  l'on  avait  besoin  de  connaître  BM,  on  le  calculerait 
facilement  au  moyen  de  l'équation  (2), 

BM  = 


v/T^ 


(  ^43  ) 
On  calculera  simplement  une  valeur  approchée  de  x, 


en  remarquant  que  y  i  —  nr  est  a  peu  près  égal  ai 

et  que ;  est  a  peu  près  égal  a  i  H • 

2 

On  se  ferait  une  idée  plus  nette  de  l'approximation  en 
développant  ■■  en  série , 

l  m'        3 


En  ne  conservant  que  i  H ,  on  néglige  donc  la  quatrième 

puissance  de  ui  et  les  puissances  supérieures. 
Posons  donc 

■\ 

2 

Nous  pouvons   admettre  qu'en  France  m  varie  de  y  à 

„;  la  plus  grande  valeur  de  x  serait  donc 

a(i,o3i25), 
la  plus  petite 

a  (i  ,00^8125). 

La  ligne  CM  différera  donc  toujours  peu  de  CB  ;  s'il 
s'agissait  d'une  dépêche  transmise  par  le  télégraphe  élec- 
trique, m  serait  infiniment  petit  et  Ion  aurait  x  =  a-, 
la  voie  la  plus  rapide  serait  CBA. 

Les  formules  deviennent  illusoires  si  m  n'est  pas  infé- 
rieur à  I ,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  par  le  chemin  de  terre 
n'est  pas  inférieure  à  la  vitesse  par  le  chemin  de  fer.   Il 
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est  facile  de  recoiinailre  qu  alors  la  voie  la  plus  courte  se- 
rait CA. 

On  pourrait  encore  se  demander  quelle  est  la  roule  la 
plus  économique  5  en  appelant  p  le  prix  de  1  kilomètre  sur 
la  route  de  terre,  p'  le  prix  de  1  kilomètre  sur  le  chemin 
de  fer,  et  en  posant 

P 
on  arrive,   par  des  calculs   analogues  auK  précédents ,  à 


v/i  —  n' 


n  dilTère généralement  peu  de  l'unité,  de  sorte  que  la  voie 
la  plus  rapide  n'est  pas  la  plus  économique  (*). 


Par  m.   Paul  SERRET, 

Professeur. 


i.  La  détermination  des  coefficients  angulaire  et  li- 
néaire des  asymptotes,  telle  qu'elle  lésulte  de  la  méthode 
de  M.  Cauchy ,  repose ,  comme  on  sait ,  sur  cette  hypo- 
thèse ,  que  l'on  peut  leprésenter  l'ordonnée  d'une 
branche  de  courbe  ayant  une  asymptote  dont  l'équation 
est 

y  =  ex  -\-  d 

par  une  somme  de  deux  parties  dont  la  première  est  l'or- 
donnée même  de  l'asymptote,  et  la  seconde  une  fonc- 


{*\  On   a  :    pour  inl'anteric,  «  =  -;  cavalerie,  n  =  -r;  artillerie,  n=:  — • 
C"*)  \oir  Vannsox,  lome  VIll,  page  398.  ■  T»i. 
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tion  V  de  a;  cty-,  qui  tend  vers  zéro  quand  x  et  j  tendent 
vers  l'infini. 

Or,  quoique,  an  point  de  vue  théorique  ,  la  possibilité 
d'une  pareille  expression  pour  l'ordonnée  de  la  courbe  ne 
paraisse  point  douteuse,  on  doit  convenir  cependant  qu'il 
est  fâcheux  qu'une  théorie  aussi  importante  que  celle 
dont  il  s'agit,  repose  sur  une  transfox'niation  que  l'on  ne 
pourra  réaliser  que  dans  quelques  cas  très-particixliers. 

On  doit  remarquer,  en  outre,  que,  dans  la  méthode  de 
M.  Cauchy ,  il  n'existe  aucune  liaison  entre  les  deux  pro- 
blèmes qui  consistent  à  rechercher  les  asymptotes  paral- 
lèles aux  axes  des  x  et  des  y ,  ou  les  asymptotes  qui  ren- 
contrent ces  axes.  On  comprend  bien  cependant,  à 
priori ,  que  ces  deux  problèmes  peuvent  être  ramenés  à 
dépendre  l'un  de  l'autre,  et  que  la  détermination  des 
asymptotes  parallèles  aux  x  et  auxj',  à  laquelle  on  par- 
vient d'une  manière  très-simple ,  par  une  méthode 
exempte  de  toute  obscurité,  et  ne  nécessitant  aucune 
hypothèse,  doit  conduire  à  la  détermination  des  asymp- 
totes qui  rencontrent  ces  axes.  Ces  considérations  m'ont 
conduit  à  une  théorie  nouvelle ,  qui  ne  paraît  présenter 
aucun  des  inconvénients  de  l'ancienne,  et  qui  conduit 
d'ailleurs  aux  mêmes  résultats  par  une  voie  aussi  simple. 
2.  Première  partie.  Détermination  des  asymptotes 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y. 

Les  raisonnements  ordinaires  nous  conduiront  à  la 
règle  suivante  : 

Si  y  =  b  représente  une  asymptote  parallèle  à  ox ,  et 
si  x"^(!^{y)  représente  V ensemble  des  termes  de  V équa- 
tion de  la  courbe  qui  renferment  la  plus  liante  puissance 
dex,  l'ordonnée  à  V origine  de  V asymptote,  b,  sera  l'une 
des  raciîies  réelles  de  l'équation 

<?  (r)  =  o. 

Ann.dc'Mathémat.,   t.  XllI.  (Avril  i854.)  ÏO 
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Corollaire.  On  dcduil  de  cette  règle  les  conséquences 
suivantes  : 

i".  Pour  que  la  courbe  ait  au  moins  une  asymptote 
parallèle  à  ox ,  il  faut  que  la  plus  haute  puissance  de  x 
quientre  dans  l'équation  soit  multipliée  par  une  fonction 

dey; 

2°.  Pour  obtenir  V ordonnée  à  V origine  de  V asymp- 
tote parallèle  à  ox  ^  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  fonction 
de  Y  qui  multiplie  la  plus  haute  puissance  de  x ,  et  de 
chercher  les  racines  réelles  de  l'équation  résultante. 

Ces  considérations  vont  nous  permettre  de  déterminer 
par  un  même  calcul  les  coefficients  angulaire  et  linéaire 
des  asymptotes  qui  rencontrent  les  axes. 

Remarque.  On  parviendrait  de  la  même  manière  à 
une  règle  semblable  pour  les  asymptotes  parallèles  à  oy. 

3.  Deuxième  partie.  Détermination  des  asymptotes  non 
parallèles  à   oy. 
Soient 

jy  =  ex  -\-  d 

une  asymptote  non  parallèle  à  oy.,  et 

l'équation  de  la  courbe,   mise  sous  la  forme  ordinaire. 
Menons  par  l'origine  des  axes  actuels,  ox'  parallèle  à 
l'asymptote,  et  passons  du  système  d'axes  ox ,  oy  au  sys- 
tème o.x',  oj  5  les  formules  de  transformation  seront 

X  =  fix' ,      y  z=  y'  -\-  ex  :=  y'  -(-  ckx' , 


d'où 

X  =  kx' , 

{■^)                ] 

'  r                 y' 
[  X                 hx' 

k  étant  un  nombre. 
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Substituant  à  JC  et  à  -»  dans  l'équation  (r),  leurs  va- 
leurs tirées  de  l'équation  (2) ,  il  viendra,  pour  l'équation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 


(3: 


Or,  la  courbe  ayant  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  actuel 
des  X,  ox'  : 

1°.  Il  est  nécessaire  que  le  multiplicateur  numérique 
de  la  plus  haute  puissance  m  de  x'  s'annule,  ce  qui  donne 
l'équation 

(I)  /(^)  =  o, 

laquelle  détermine  les  coefficients  angulaires  des  asymp- 
totes ^ 

2°.  D'après  l'équation  de  condition  (I),  x''"~'  est  la 
plus  haute  puissance  de  .r'qui  persiste  dans  r«|juation  (3), 
son  multiplicateur  est  A"'~'  [/'/,  (c)  -\-J\  (c)]  •  nous  de- 
vons donc,  d'après  ce  qui  précède,  l'égaler  à  zéro,  et  la 
valeur  de  y'  satisfaisant  à  l'équation 

y'f:[c)+Mc)z=o, 

nous  donnera  l'ordonnée  à  l'origine  de  Fasymptote,   à 
savoir 

(H)  ^="—7^) 

Remarque  I.  Si  une  racine  réelle  et  multiple  de  l'équa- 
tion (I)  annulait /s  (c),j7'"'~'  ne  serait  plus  la  plus  haute 
puissance  de  .r' entrant  dans  l'équation  (3);  mais  r'"*"^ 
étant  alors  la  plus  haute  puissance  de  x'  persistant  dans 

10. 


(  ^8  ) 
1  équation,  son  multiplicateur  égalé  à  zéro  fournira  une 
équation  du  second  degré  en  j',  dont  les  racines  i^éelles 
fourniront  les  coefficients  linéaires  de  deux  asymptotes 
parallèles  à  ox',  correspondant  à  la  racine  multiple  de 
l'équation  (I) ,  que  nous  considérons. 

Remarque  II.  Il  est  peut-être  inutile  de  faire  observer 
que  l'ordonnée  à  l'origine  d'une  asymptote  par  rapport 
aux  axes  ox\  oy .,  est  aussi  l'ordonnée  à  l'origine  par  rap- 
port aux  axes  primitifs  ox,  oj. 
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OMAR  ALKHAYYAMI  (ii^  siècle,  vers  la  fin). 

L'Algèbre  d'Omar  Alkhayyami,  publiée,  traduite  et 
accompagnée  d'extraits  de  manuscrits  inédits ,  par 
Aï.  F.  TFoepche,  docteur  agrégé  à  l'Université  de 
Bonn ,  membre  de  la  Société  asiatique  de  Paris.  Paris , 
i85i.  Typographie  de  Firmiu  Didot,  frères.  In-8'% 
XIX- 127  pages. 

La  traduction  est  suivie  du  texte  arabe,  de  4i  pages , 
4  planches  de  4^  figures. 

Les  prix  des  objets  se  règlent,  non  sur  les  besoins  ma- 
tériels, mais  sur  les  jouissances  esthétiques  ou  intellec- 
tuelles qu'elles  procurent,  et  particulièrement  sur  leur 
rareté.  C'est  ainsi  que.  jouant  d'un  instrument  pendant 
une  seule  soirée,  Paganini  sera  mieux  rétribué  que  les 
travaux  de  cent  laboureurs,  pendant  une  année  entière, 
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el  celte  appréciation  est  de  toute  justice;  car  il  y  a  des 
millionsde  laboureurs  et  un  seul  Paganini.  Sous  ce  point  de 
vue,  l'érudition  orientale  est  aussi  la  plus  précieuse ,  sur- 
tout quand  elle  se  rapporte  à  l'histoire  de  l'esprit  humain, 
à  celle  des  sciences.  Les  vrais  philosophes,  ceux  qui  s'in- 
téressent aux  sciences  exactes,  méritant  seuls  ce  nom, 
doivent  donc  applaudir  aux  efforts  de  M.  Woepcke  pour 
nous  faire  connaître  l'état  des  mathématiques  chez  les 
Arabes. 

En  i85i,  l'excellent  géomètre  arabiste  a  donné  un 
extrait  de  l'ouvrage  dont  nous  possédons  maintenant  le 
texte  complet  avec  une  traduction  qui  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer, grâce  aux  éclaircissements  et  aux  notes  qui  tradui- 
sent en  formules  modernes,  courtes  et  claires,  la  phra- 
séologie longue  et  quelquefois  ambiguë  de  l'original  ;  il  faut 
se  rappeler  que  les  Arabes  n'emploient  aucun  caractère 
symbolique ,  aucun  signe ,  tout  est  discursif,  parlé.  Nous 
avons  déjà  donné  une  analyse  de  cette  remarquable  pro- 
duction (tome  IX,  page  3895  i85o)  ;  ce  n  est  pas  inie 
application  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  mais,  au  contraire, 
une  application  de  la  géométrie  à  l'algèbre.  Il  s'agit  de  la 
construction  géométrique  des  équations  du  deuxième  et  du 
troisième  degré  ;  bien  entendu,  des  équations  numériques. 
Les  littérales  ne  datent  que  de  \iète.  Pour  ramener  les 
équations  aux  dimensions  de  l'étendue,  Alkhayyâmî  les 
rend  homogènes,  en  introduisant  l'unité.  Exemple: 
2X^  —  3  x=  5  ;  il  écrit  2  x^ —  3.i.a:-=  5.i  ;  x  étant  une 
ligne,  on  a  trois  surfaces.  Pour  les  équations  cubiques, 
on  a  des  solides,  et,  au  moyen  de  l'intersection  de  deux 
coniques,  Alkhayyàmi  parvient  à  l'égalité  de  deux  solides 
comme  dans  nos  Traités  élémentaires.  Il  n'est  jamais 
question  ni  des  l'acines  négatives  et  encore  moins  des  ra- 
cines imaginaires;  les  valeurs  négatives  sont  nommées 
impossibles.    N'admettant    c|ue    des    solutions   positives, 
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1  auteur  ne  trace  que  des  demi-coniques,  des  demi-para- 
boles, des  demi-livperboles ,  etc.  ;  mais  il  a  toujours  soin 
de  démontrer  que  les  courbes  doivent  se  couper^  ce  qui  est 
souvent  le  point  difficile.  Noici ,  du  reste,  comment  l'au- 
teur annonce  son  but  : 

((  Une  des  théories  mathématicjues  dont  on  a  besoin 
dans  la  partie  des  sciences  philosophiques ,  connue 
»  sous  le  nom  des  Sciences  mathématiques ,  c'est  l'art 
de  l'algèbre,  lequel  a  pour  but  la  détermination  des 
inconnues,  soit  numériques,  soit  géométriques.  Il  se 
rencontre  dans  cette  science  des  problèmes ,  dépendant 
de  certaines  espèces  très-difficiles  de  théorèmes  préli- 
minaires, dans  la  solution  desquels  ont  échoué  la  plu- 
part de  ceux  qui  s  en  sont  occupés.  Quant  aux  anciens 
(par  là  il  désigne  les  Grecs) ,  il  ne  nous  est  pas  parvenu 
d'eux  d'ouvrage  qui  en  traite;  peut-être,  après  en  avoir 
cherché  la  solution  et  après  les  avoir  étudiés,  n'en 
avaient-ils  pas  pénétré  les  difficultés  ;  ou  peut-être  leurs 
recherches  n'eu  exigeaient  pas  l'examen  \  ou  enfin,  leurs 
ouvrages  à  ce  sujet,  s'il  y  en  a,  n'ont  pas  été  traduits 
dans  notre  langue.  Quant  aux  modernes,  c'est  Almà- 
hàni  (*),  qui,  parmi  eux,  conçut  l'idée  de  résoudre 
algébriquement  le  théorème  auxiliaire  employé  par 
)  Archimède  dans  la  quatrième  proposition  du  livre  IJ 
i)  de  son  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre  ;  or,  il  fut 
)  conduit  à  une  équation  renfermant  des  cubes,  des 
carrés  et  des  nombres  ,  ([u'il  ne  réussit  pas  à  résoudre, 
i)  après  eu  avoir  fait  l'objet  d'une  longue  méditation.  On 
)  déclara  donc  que  cette  résolution  était  impossible, 
i)  jusqu'à  ce  que  parut  Aboù  Diafar  Alkhâsin  (  **  ) ,  qui 


(')  Mohammed  ben  Icâ  Abou  Abadallah  Almàhàni,  né  à  Bagdad,  auteur 
de  plusieurs  ouvrages  de  ÎMathémaliques. 

(")  On  ne  connaît  pas  son  véritable  nom,  mais  seulement  ce  surnom. 
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»  résolut  1  cqualion  à  l'aide  des  sections  coniques.  Après 
))  1  ui ,  tous  les  géomètres  avaient  besoin  d'un  certain  noni- 
»  bre  des  espèces  des  susdits  ihéoi^èmes ,  et  l'un  en  réso- 
»  lut  une,  et  l'autre  une  autre.  Mais  aucun  d'eux  n'a 
^)  rien  émis  sur  l'énumération  de  ces  espèces ,  ni  sur  l'ex- 
')  position  des  cas  de  chaque  espèce,  ni  sur  leurs  dé- 
»  monstrations,  si  ce  n'est  relativement  à  deux  espèces, 
»  que  je  ne  manquerai  pas  de  faire  remarquer.  Moi ,  au 
»  contraire,  je  n'ai  jamais  cessé  de  désirer  vivement  de 
»  faire  connaître  avec  exactitude  toutes  ces  espèces  ,  ainsi 
»  que  de  distinguer  parmi  les  cas  de  chaque  espèce  les 
»  possibles  d'avec  les  impossibles,  en  me  fondant  sur 
»  des  démonstrations  :  car  je  savais  combien  est  urgent  le 
»  besoin  de  ces  théorèmes  dans  les  difficultés  des  pro- 
»  blêmes.  »    (Page  1-2.) 

Le  problème  d'Archimède  cité  est  la  cinquième  pro- 
position du  livre  II  (non  la  quatrième);  il  s'agit  de  couper 
la  sphère  par  un  plan,   de  manière   que  le  rapport  des 
volumes  des  deux  segments  soit  égal  à  un  rapport  donné. 
Ainsi,  c'est  un  problème d  algèbre  appliquée  à  la  géomé- 
trie qui,  chez  les  Arabes,  a  donné  naissance  à  l'applica- 
tion de  la  géométrie  à  l'algèbre.  ^  oici   comment  notie 
auteur  déliait  1  algèbre  :   a  Avec   l'assistance  de  Dieu  et 
M  avec  son  concours  précieux,  je  dis  que  l'algèbre  est  un 
»   art  scientifique.  Son  objet,  ce  sont  le  nombre  absolu 
»   et  les  grandeurs  mesurables,  étant  inconnus,  mais  rap- 
»  portés  à  quelque  chose  de  connu,  de  manière  à  pouvoir 
»   être  déterminés;   cette  chose  connue  est  une  quantité 
»  ou  un  rapport  individuellement  déterminé,  ainsi  qu'on 
»   le  reconnaît  en  les  examinant  attentivement  ;  ce  qu'on 
))   cherche  dans  cet  art,  ce  sont  les  relations  qui  joignent 
»   les  données  des  problèmes  à  (l'inconnue),  qui  delà 
»   manière  susdite  forme  l'objet  de  l'algèbre.   La  perfec- 
»   tion  de  cet  art  consisls  dans  la  connaissance  des  mc"- 
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»  ihodes  mathématiques  au  moyen  desquelles  on  est  eu 
»  état  d  effectuer  le  susdit  genre  de  détermination  des 
»  inconnues,  soit  numériques,  soit  géométriques.  »  (P.  5.) 

Cette  définition,  très-exacte,  est  celle  qu'on  adopte 
encore  aujourd'hui. 

Dans  tout  le  cours  de  l'ouvrage,  l'auteur  montre  une 
connaissance  parfaite  de  la  géométrie  des  Grecs  et  une 
grande  habileté  à  la  manier.  Les  divers  cas  des  problèmes 
sont  discutés  avec  beaucoup  de  perspicacité  et  même  de 
profondeur.  Il  sait  même  qu'aux  racines  égales  corres- 
pondent des  contacts  dans  les  coniques;  observation  dont 
ilcompiend  l'importanceetquil  dit  avoir  faite  le  premier. 
Il  est  vrai  que  dans  ce  cas  il  n'admet  qu'une  seule  racine 
et  ne  distingue  pas  deux  racines  égales.  Il  y  a  même  des 
cas  où,  pour  l'équation  cubique,  il  assigne  des  limites  aux 
coefficients,  pour  que  deux  racines  soient  positives,  pos- 
sibles ou  impossibles.  C'est  pour  l'équation  XMI(page4o), 
et  selon  notre  système  d  écriture  x^  -h  a  =  ex-. 

11  déclare  impossible  la  construction  géométrique  des 
équations  du  quatrième  degré.  Je  ne  sache  pas  que  les 
Grecs  non  plus  aient  construit  de  telles  équations. 

Le  titre  complet  du  texte  est  : 

Mémoire  du  sage  excellent  Ghiyath  Eddin  Aboxjl 
Fath  Omak  be?s  Ibrahim  Alkhayyami  de  Nichabour. 

Alkhayyàmi  signifie    (entier,   fabricant  de  tentes. 

Nichabour  est  une  ville  de  la  Perse,  dans  le  Khorâçân. 

On  ne  connaît  pas  la  date  précise  ni  de  sa  naissance,  ni 
de  sa  mort.  Il  fut  élevé  avec  deux  jeunes  gens  devenus  cé- 
lèbres :  jNisham  Almoulfc,  vizir  des  sultans  Seldjoukids 
Alp-Arslan  et  Malik-Chah,  et  Haçan  Ibn  Sabbah ,  fon- 
dateur de  Tordre  des   Assassins  (*).    Alkhayyàmi  était 

(*)  Connu  sous  le  nom  de  Vieux  de  la  Montagne  (Cheyk  el  djebel  ).  As- 
sassin est  une  corruption  de  hachich  (chanvre),  boisson  dont  il  enivrait 
ses  sectaires. 
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poète  5  il  paraît  que  ses  vers  étant  assez  libres  lui  ont 
fait  uue  mauvaise  réputation.  Mais  il  est  surtout  célèbre 
pour  la  réformation  du  calendrier  persan  qu'il  fit  en  lO'^p, 
par  ordre  du  sultan  Malik-Chah,  fondateur  de  dynastie. 
On  rend  bissextile  la  4*^  année  7  fois  de  suite ,  comme  dans 
le  calendrier  julien;  mais  la  8*"  fois  ,  c'est  la  5*^  année  qui 
a  366  jours,  de  sorte  que  c'est  une  intercalation  de  8  jours 
sur  33  années;  cette  opération  suppose  une  année  solaire 
de  365J  5''  49'  5"  28'".  En  effet,  33  fois  cet  excès  donnent 
8J  o^  i4'  24"-  La  réformation  grégorienne  suppose  une 
année  solaire  de  365J  5^  49'  12";  l'année  tropique  vraie 
est  365J  5''  48' 46' 49'  :  ainsi  l'année  persane  est  la  plus 
exacte. 

L'inégalité  disparait  au  bout  de  33  ans  ;  il  en  faut  4oo 
dans  le  calendrier  grégorien. 

Quoique  Persan,  Alkhayyâmi   a  écrit  en  arabe,  qui 
passait  pour  langue  savante  ,  comme  chez  nous  le  latin. 

M.  Woepcke,  sous  le  titre  d'additions ,  cotées  A,  B, 
C ,  D  ,  E ,  donne  encore  la  traduction  de  quelques  textes 
arabes ,  les  quatre  premiers  relatifs   au  problème  d'Ar- 
chimède,  et  le  dernier  à  la  trisection  de  l'angle. 
addition  A.  C'est  du  Chaïk  Aboll  Haçan  ben  Alhaï- 

THAM  (*)    sur  la  section  d'une  ligne   employée  par 

ytrchimède  dans  le  livre  IL 

Prenons  sur  une  droite  cinq  points  dans  cet  ordre  D,  H, 
B,  T,  Z,  et  faisons 

DH=:^,      DB=rt,      DT  =  6  —  6,      DZ  =  c; 

a,  ^,  c  sont  des  longueurs  données  :  il  s  agit  de  trouver  x 
au  moyen  de  l'équation 

x-[c —  x)^=a'  b. 

Alhaïtham   construit  celte  équation  à  l'aide   des   deux 


(*)  Mort  en  io34. 
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coniques 

J^^  —  ay,     y  {c  —  x)  =  ah. 

A  la  suite  de  ce  Mémoire,  ou  trouve  une  autre  solution , 
précédée  de  ces  mots  :  àH une  autre  manière  par  une  autre, 
au  moyen  du  mouvement  de  la  ligne;  ainsi,  comme  ou 
dirait  aujourdhui,  c'est  une  solution  c/^eAnaf/i^ize.  Les 
Arabes  désignent  ces  solutions  sous  le  nom  de  géométrie 
mobile.  (Page  120.) 

On  prend  sur  la  droite  un  sixième  point  C ,  tel  qu'on 
ait  ZC  =  TZ,  alors  DC  =  b  -|-  c  ;  en  D  et  en  Z  on  élève 
des  perpendiculaires  à  la  droite  DC-,  sur  la  première  per- 
pendiculaire on  prend D A  =  DB  =  a\  parles  points  fixes 
A  et  C  on  fait  mouvoir  deux  droites  constamment  paral- 
lèles et  coupant  respectivement  la  droite  DC  en  des  points 
H...  et  la  seconde  pei-pendiculaire  en  des  points  E...: 
lorsque  EH  sera  perpendiculaire  aux  parallèles,  le  point  H 
sera  le  point  cherché. 

M.  Woepcke  remarque  que  cette  construction  revient 
à  consti'uire  :  1°  la  parabole  qui  a  pour  foyer  A  et  pour 
sommetD;  2"  la  courbe  ,  pied  des  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  C  sur  les  tangentes  à  la  parabole;  3"  à  trou- 
ver l'intersection  de  cette  dernière  courbe  avec  la  seconde 
perpendiculaire,  et  il  fait  voir  l'identité  de  cette  construc- 
tion avec  celle  de  Platon  pour  tracer  deux  moyennes 
proportionnelles;  et,  à  cette  occasion,  le  savant  géomètre 
ajoute  que  la  podaire  d'un  point  situé  sur  la  directrice 
d'une  parabole  est  une  focale  à  nœud  de  M.  Quetelet; 
l'enveloppe  de  la  droite  mobile  EH  est  une  hyperbole. 

Oji  lit,  pages  78  et  74î  une  liste  de  1 1 7  Mémoires  com- 
posés par  Alhaïtham:  il  serait  irès-inléressant  de  les  re- 
trouver, entre  autres  :  1°  Traité  de  lanalyse  des  problèmes 
géométriques;  2"  Mémoire  sur  les  étoiles  qui  se  forment 
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dans  l'air  ;  3"  Mémoire  sur  le  mouvement  complexe  5  peut- 
être  le  mouvement  composé,  etc. 

Dans  l'addition  B,  dont  l'auteur  est  inconnu,  on  con- 
struit l'équation 

x^  -\-  a  =  c x"- , 

et  la  limite  de  possibilité  est  assignée  sous  la  forme  remar- 
quable 

L'addition  C  (page  io3)  est  de  Aeou  Sahl  ^  idjan  bein 
Vastem  Alqouhi.  11  résout  ce  problème  omis  par  Arclii- 
njède  :  Construire  un  segment  de  sphère  égal  en  volume 
à  un  segment  de  sphère  donné ,  et  égal  en  surface  à  un 
second  segment  de  sphère  donné. 

Soient  r  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  appartient  le 
segment ,  A  la  flèche  cherchée  du  segment  -,  on  a 

^A=(3r  — A)  =  «,      2  77/1/-=  6'. 
Faisant  7  :=  a',      -  ^=.  h\ 

0  77 

3  h'  b'' 

A3 b'  ^-^-Za'  b'  =  o,       T^  —  y—r-'  +  -j—,=  o. 

2  ^a  lL\a 

11  faut  exclure  les  valeurs  négatives  de  r  et  A  ainsi  que 
A^sr.  Alqouhi,  non-seulement  résout  le  problème, 
mais  il  en  discute  tous  les  cas  particuliers  complètement , 
avec  une  extrême  sagacité.  C'est  peut-être  le  morceau  le 
plus  intéressant  de  ce  recueil  qui  place  M.  Woepcke 
parmi  les  savants  érudils  les  plus  consciencieux,  les  plus 
utiles  de  notre  époque.  Puisse-t  il  trouver  moyen  de  se 
fixer  dans  notre  pays,  où  il  pourra  un  jour  prendre  rang 
dans  l'Académie  des  Inscriptions,  genre  d'importation 
qu'on  ne  saurait  trop  favoriser.  Telle  était  l'opinion  du 
grand  siècle.  Des  négociations  étaient  ouvertes  pour  atti- 
rer en   France,   Erasme,    Leibnilz ,   Huyghens,    Torri- 
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celli ,  etc.  On  avait  besoin  d'un  astionome,  Louis  XIV  fit 

venir   Cassini,    C  est  là  un  patriotisme  éclairé,    vu  de 

haut.  Devant  la  science,  comme  devant  Dieu,    il  n'y  a 

pas  de  nationalité. 

Note.  Dans  l'excellente  traduction  du  ^lémoire  de  M.  de  Humboldt 
(tome  X ,  page  37-2  )  que  M.  Woepcke  absent  n'a  pu  revoir,  il  s'est  glissé  de 
nombreuses  fautes  d'impression  qui  ont  été  corrigées  dans  le  tirage  à  part. 

La  littérature  orientale  vient  de  faire  encore  une  pré- 
cieuse acquisition.  La  traduction  depuis  si  longtemps  at- 
tendue des  Tables  astronomiques  d'Oloug-Beg  vient  de 
paraître;  le  texte  est  imprimé  depuis  1847-  ^^-  Sédillot  a 
complété  son  travail  en  le  mettant  à  la  portée  du  grand 
public,  et  en  l'accompagnant  d'un  commentaire  néces- 
saire, indispensable  même  pour  un  auteur  qui  présente 
bien  des  obscurités.  Dans  cet  ouvrage  ainsi  que  dans 
d'autres  ,  bien  connus  des  géomètres  ,  le  savant  professeur 
combat  avec  succès  1  opinion  si  longtemps  accréditée  ,  que 
les  Arabes  n'avaient  aucune  espèce  de  spontanéité.  Dans 
un  journal  d'astronomie  que  nous  aurons  bientôt,  on 
essayera  de  faire  connaître  ce  qu'on  doit  à  ce  petit-fils  de 
Tamerlan  (xv^  siècle)  ;  mais  nous  pouvons  déjà  dire  que, 
si  INL  Sédillot  a  parfaitement  raison  de  combattre  ceux 
qui,  pour  élever  les  Indiens  et  les  Chinois,  croient  né- 
cessaire de  déprimer  les  Arabes ,  il  n'est  pas  non  plus 
juste  d'élever  les  Arabes  aux  dépens  des  deux  autres  na- 
tions. D'ailleurs  le  génie  n'est  pas  une  fonction  des  coor- 
données de  1  espace  et  du  temps;  pour  se  manifester, 
il  n'a  besoin  que  de  circonstances  favorables. 

Pourquoi  M.  Sédillot,  savant  si  laborieux,  si  conscien- 
cieux, versé  dans  les  sciences  astronomiques  et  dans  les 
deux  langues  orientales  qui  en  contiennent  les  plus  pré- 
cieux documents,  pourquoi  un  homme  d'un  talent  si  rare 
ne  peut-il  employer  tous  ses  moments  à  des  occupations 
de  prédilection?  Pourquoi  1  astreindre  à  une  besogne  vul- 
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gaire  que  cent  autres  pourraient  faire?  Nous  nous  éver- 
tuons sans  cesse  à  tirer  le  meilleur  parti  possible  des  forces 
naturelles,  de  l'eau,  du  vent,  de  la  vapeur,  de  l'électri- 
cité, etc.  Quand  saurons-nous  faire  bon  emploi  des  forces 
intellectuelles? 


THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINIES  ALGÉBRIOIES; 

Par  m.   C.-W.   BORCHARDT  (de  Berlin). 


On  sait  qu'on  peut  réduire  en  fraction  continue  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier.  En  est-il  de  même  pour 
une  fonction    algébrique    entière  d'une  seule  variable? 

/fx 
—r=    dx 
v/x 

(/a:,  X  sont  des  fonctions  entières  de  x)  peut  s'évaluer 
en  logarithmes,  a  rattaché  cette  évaluation  au  développe- 
ment en  fraction  continue  de  y  X  (  OEavres  complètes , 
tome  I,  page  33,  et  Crelle,  tome  I,  page  184)  5  ensuite, 
Jacobi  ramène  inversement  ce  développement  à  la  multi- 
plication de  ce  genre  d'intégrales ,  mais  seulement  pour 
le  cas  où  X  est  du  quatrième  degré ,  les  intégrales  étant 
alors  elliptiques  (Crelle,  tome  VII,  page  4i)î  et  il  donne 
ce  résultat,  sans  démonstration.  Dans  un  Mémoire  inséré 
dans  le  journal  de  Crelle  (tome  XLYIII,  cahier  i), 
M.  Borchardt  donne  non-seulement  cette  démonstration, 
mais  établit  ce  magnifique  théorème  : 

\x  (px  z=  Jx  [x  —  «,)  [x  —  a-t) .  .  .(x  —  «2^—1  =  To  H 

I 

H h.  I  I 

2»',  •  , h   -1^=^ 

2f'n  — 1  ^X9X  -+■  r„ 
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les  /'  sont  des  fonctions  entières  de  degré  v   et  les  p-  des 
fonctions,  généralement  parlant,  du  premier  degré.  La 
détermination  de  ces  fonctions  dépend  de  l'intégrale 


«/oo 


If,  — H  1 1  X  — f-  .  .  .  Ir — 2  «ï  , 

— ax. 

sjxox 


Des  raisonnements  rigoureux,  des  idées  dune  clarté 
parfaite,  une  succession  didées  parfaitement  coordon- 
nées, qualités  qui  distinguent  le  célèbre  analyste  berli- 
nois, rendent  ce  sujet  difficile,  d'une  facile  compréhen- 
sion. Le  Mémoire  est  écrit  en  fiançais.  En  le  reprodui- 
sont  dans  le  Journal  de  Mathématiques ,  M.  Liouville 
rendrait  plus  accessible  aux  géomètres  français  un  modèle 
de  style,  de  rédaction  et  de  haute  logique. 


NOTE  SUR  l\E  FOUMILE  DE  M.  GAISS  RELATIVE  A  LA  DÉ- 
COMPOSITION Dl\  NOMBRE  n  DEUX  CARRÉS  ET  SIR 
<]IEL01ES  FORMILES  ANALOGIES  5 

Par  m.   Angelo  GE^'OCCHI  (de  Turin). 


Je  démontrerai  la  formule  de  ^L  Gauss,  qui  exprime 
de  combien  de  manières  un  nombre  entier  peut  être  dé- 
composé en  deux  carrés  {yo\v  Nouvelles  Annales,  t.  IX, 
p.  307). 

Je  remarque  d  abord  qu'il  y  a  autant  de  décompositions 
pour  un   nombre  n  que  pour  son  double.  Eu  effet,  si 

l'on  a 

n  =  II?  -I-  ('-, 

il  en  résulte 

-3.11  =  («  +  <')'  +  {a  —  (')■; 
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et  réciproquement,  de 

1  ?l  ■=:  II'-  4-  (/2j 

OÙ  u'  et  ^'  seront  tous  les  deux  pairs  ou  impairs,  on  con- 
clut 

n 


donc ,  à  toute  décomposition  de  ji ,  il  répond  une  dé- 
composition de  in,  et  -vice  versa ,  et  l'on  voit  d'ailleurs , 
par  ces  formules ,  que  les  décompositions  correspondantes 
à  deux  décompositions  différentes  de  l'un  des  mêmes 
nombres  seront  aussi  différentes  entre  elles. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  supprimer,  dans  le  nombre 
proposé ,  tout  facteur  puissance  de  2  ,  ce  qui  donnera  pour 
résultat  un  nombre  impair. 

En  second  lieu,  si  t  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  zi  et  i^,  et  qu'on  fasse 

u  =  tu',       f  =  tl>', 

l'équation 

deviendra 

«  =  ?^  («'=  +  /=), 

de  sorte  que  t^  [u'^  H-  u'^)  sera  divisible  par  tout  diviseur 
premier  p  de  n.  Donc ,  si  p  est  de  la  forme  4  '^^  +  3  ,  ne 
pouvant  diviser  la  somme  u'^  -+-  u''^  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux,  ce  nombre  divisera  t-^  et  posant 

n  ^=  p'  n' ,        t=:p    t' , 
OÙ  t:  et  /3  sont  des  exposants  entiers,  et  «',  t'  àes  eniier> 


(   i6o 
premiers  a.  p ,  on  aura 


et,  par  conséquent, 

7T   =    2  p  , 

c'est-à-dire  que  l'exposant  r  doit  être  pair.  On  voit  donc 
que ,  si  n  est  décomposable  en  deux  carrés  ,  le  produit  de 
tous  ses  diviseurs  premiers  de  la  forme  4  "'  +  3  sera  un 
carré,  facteur  commun  de  ces  deux  mêmes  carrés. 
On  aura  en  même  temps 

et  l'on  en  conclura  que,  dans  cette  recherclie,  on  peut 
aussi  faire  abstraction  des  diviseurs  premiers  de  la  forme 
^^_}_3^  et,  en  conséquence,  ne  considérer  que  les 
nombi'es  dont  tous  les  diviseurs  premiers  ont  la  forme 
4  w  4-  I . 

Cela  posé,  si  ji  est  un  nombre  premier  de  cette  forme,  on 
sait  qu'il  peut  toujours  être  décomposé  en  deux  carrés,  mais 

d'une  seule  manière.  Si  n^p'  ,  p  étant  un  nombre  pre- 
mier de  la  même  forme ,  on  pourra  supposer 

n  =  u-  -h  v'^  =  {u  -^  c  y/ — I  )  [u  —  0  y/ —  i  ) , 
p=q^^r-'=[q  +  r  s/^)  [q  —  r  ^f^\), 


d'où 


cy  —  i)  («  —  v^ —  \) 


donc  IL -\-  V  y  —  I  sera  l'un  des  diviseurs  complexes  du 
produit 

(v  +  '■  V  —  0"  (.7  —  r  s/  —  i)'  • 
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Or,  pour  les  nombres  complexes  de  la  lui  tne  A  -h  B  y/ — i , 
on  démontre  le  principe ,  que  ces  nombres  ne  peuvent  être 
décomposés  en  facteurs  complexes  premiers  que  d'une 
seule  manière  (*)  •,  d'ailleurs,  q  -{-r  sj  —  i  et  q  —  ryj —  i 
sont  des  nombres  complexes  premiers  :  donc  u-\~  u  sj  —  i 
aura  la  forme 

/étant  o,  I,  2,  ou  3,  et  h,  A  étant  nuls  ou  entiers  positifs. 
On  en  tire 

et ,  par  la  multiplication  , 


?/'+p'r=(ry'H-/^/'^S 


h-\-k 
n  =  p 


c'est-à-dire 

d'où  il  suit 
et 

Cette  équation  fournira  toutes  les  valeurs  possibles  de  u 
et  t^,  et,  par  suite,  toutes  les  décompositions  de  n  en  deux 


(*)  Je  renvoie  au  beau  Mémoire  de  M.  Gauss,  Theoria  resid.  biquadr  , 
inséré  dans  les  Comment  Golting.  récent.,  tome  VII;  on  peut  voir  aussi 
une  démonstration  de  Wantzel  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Institut, 
séance  du  i5  mars  1847.  Le  même  principe  n'est  pas  vrai  pour  les  nombres 
complexes  de  tous  les  degrés,  comme  M.  Kummer  l'a  démontré  {voyez  le 
Journal  de  M.  Liouville,  tome  XII,  page  202).  Ainsi  c'est,  je  crois,  par 
inadvertance  qu'on  a  dit  {Nouvelles  Annales,  tome  VIII,  page  364  )  qiic  la 
démonstration  du  dernier  théorème  de  Fermât  dépend  de  ce  principe. 

Ann.  de  Slathémat.,  t.  XIII.  (Mai  1864. )  II 
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carrés,  enrcmplaçaiit/isuccessiveïuentparo,  i,  2,  3, ...,7:. 
Mais  on  peut  la  réduire  à 

«  + 1'  V  —  I  =  (7  -f-  ^"  V  —  0  (7  —  '■  s/—  •  )       ' 

carie  facteur  [\J — i)'  ne  peut  qu'échanger  entre  elles  les 
valeurs  de  u  et  p,  ou  changer  leurs  signes,  ce  qui  n'aug- 
mente pas  le  nombre  des  décompositions.  On  aura  ainsi 

77+1  déterminations  de  «et  u-^  mais  comme 

h  .  :r  —  h 

U  _  ,.  V  —  I  =  (y  —  r  v'—  I  )   \q  +r  \!  —  i)  , 

et  que,  par  conséquent,  la  substitution  de  tt  —  h  à  h 
change  seulement  le  signe  de  w,  on  n'emploiera  que  la 
moitié  des  valeurs  de  /z,  et  le  nombre  des  déterminations 

,,.,77-1-1.  .  .,7r 

sera  réduit  a si  7:  est  impair,  a  — h  i   si  r  est  pair. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  aura,  pour  h=  ~  t.,  la  détermi- 
nation 

„  4_  „  ^TTT  =  (<7  -f-  /■  V^=~r/  (<7  —  r\/-  if  =  (^'  -f-  H)\ 
c'est-à-dire 

z/ =  (<7'-f- r')*,      i'  =  o; 

alors  n  =  ir  et  nest  pas  décomposé  en  deux  carrés  : 
donc ,  en  excluant  cette  détermination ,  on  conclura  que 

le  nombre  des  décompositions  de  n  =  p"  en  deux  carrés 

77-1-    T  .  .         77 

est pour  TT  impair,  -  pour  7:  pair. 

Je  suppose  maintenant  n  =  p'  n',  7i'  étant  premier  à  p , 
et  j'ai 

(u  -h  «'  ^  —  I  )   [u  —  r  y/  —  1  ) 
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qui   montre  que  u -+-  v  \J — i  doit  être  un  diviseur  com- 
plexe du  produit 

donc,  si  u'  -f-  u'  \l — i  désigne  un  diviseur  complexe  de  «', 
Il  -\-  v  v/ — I  aura  la  forme 


d'où,  en  changeant  le  signe  de  v'  —  1 ,  et  multipliant  les 
résultats,  on  tirera 

u-  +  <-'  =  (7'  +  r'-)  [a''  -t-  i>''), 

OU 

et,  par  suite, 

h -i- A- =  77 ,      u' '-+-<'"'=  ri' . 

On  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  de  u  et  i'  par  1  équa- 
tion 

«  H-  f  v'  —  I 


oùlon  remplacera  h  successivement  par  o,  i ,  2,  3,...,  tt, 
et  u\  P''  par  toutes  les  solutions  de  l'équation 

,1'^  -h  (-'-  =  //. 

Maison  peut,  pour  les  mômes  raisons  que  ci-dessus, 
omettre  le  facteur  (y' — 1  /,  et  alors  l'équation  précédente 
fournira  (  r  H-  i)  N'  déterminations  de  u  et  J',  N'  étant  K; 

1 1. 


(  i64) 
nombre  des  solutions  de  l'équation 


Il  '-}-  i>  '  =  n  . 


Ces  déterminations  seront  égales  deux  à  deux  au  signe 
de  p*  près,   si  l'on  emploie  successivement  tous  les  deux 

diviseurs  complexes  ti'  -h  v'  s  —  i  et  z^' —  p"' v' — i  de 
ji' ,  car  on  aura 

u  —  v\J—i={q  —  r\j—i)    (ry+ry'— i)  (w'— c'y/— i); 

si  TT  est  pair  et  n'  un  carré,  on  aura  ainsi  la  détermination 

„  -f  ^y/~r  ={q  +  r  ^!~[f{q-rs/^/'  u'  =  {q^-i  rfu' 
j  I 

pour  /i  =:  -  :r ,  et 

u'-=  n',     p'  =  o, 

laquelle  donnant 

u=  (7'-h/-)^«',     o=z  o, 

ne  devra  pas  être  comptée  dans  les  décompositions  de  Ji 
en  deux  carrés.  Donc  le  nombre  de  ces  décompositions 
sera 

(tt  +  QN^ 

2 

lorsque ,  n  n'étant  pas  un  carré ,  tt  est  impair,  et  sera 

{n-h  i)N^  — I 
2 

si  n  est  un  carré  et  n  pair  :  N'  exprime  combien  il  y  a  des 
nombres  complexes 

"'  -+•  i>'  y/—  Il       u'  —  v'  y/— I, 

qui  satisfont  à  l'équation 

u"  +  /'  =:  n'. 


{   >6d  ) 
cl  se  déduit  du  nombre  des  dccomposilions  de  n'  en  deux 

carres,  puisque  ce  nombre  est  —  si  n    est  pair,   et ■ 

si  ]N'  est  impair. 

De  tout  cela  il  est  facile  de  conclure  que  si 

nz=  a    b    c   . . .  , 

«,  Z>,  c,  etc.,  étant  des  diviseurs  premiers  diflerents, 
tous  de  la  forme  4  'w  -1-  i  ?  et  a ,  [3 ,  y ,  etc. ,  des  exposants 
entiers  positifs,  et  si  l'on  fait 

N=(a-M)(p  +  l)(7  +  l)..., 
le  nombre  des  décompositions  de  Ji  en  deux  carrés  sera  - 

lorsque  n  n  est  pas  un  carre ,  et lorsque    n   est  un 

carré.  Car  ce  théorème  est  démontré  dans  le  cas  d'un  seul 
diviseur  premier,  et  l'on  peut  aussi  déduire  de  ce  qui 
précède  que,  s'il  est  vrai  pour  i  diviseurs  premiers,  il 
sera  vrai  également  pour  un  diviseur  premier  de  plus. 

On  obtient  ainsi  la  formule  de  M.  Gauss. 

Si  l'on  cherclie  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

on  peut  compter  comme  telle  x  =  \//i,  y  =  o,  dans  le 
cas  de  n  carré,  et  alors  ce  nombre  serait au  lieu 

de  'i^  n. 

On  sait  que  N  est  le  nombre  des  diviseurs  entiers  de  il. 


(*)  Ceci  montre  rinutilitc  de  la  correction  indifiuée  tome  IX  ,  page  3o8. 

Tm, 


(  i66  ) 
La  formule  de  M   Gauss  est  aussi  une  conséquence  de 
l'équation  (*) 

i  -h  2 r  4-2 r<  -+-2?' -(-,..)' 

,  {   t  t'  t' 

=  1+4 :  H : 

\i —  e       i—  t^       i —  t' 

à  laquelle  on  est  conduit  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  ou  des  factorielles  réciproques.  En  effet,  si 
l'on  représente  par  M  l"  le  terme  général  du  premier 
membre  développé ,  l'exposant  n  sera  de  la  forme  x^  -^J'i 
et  le  coefficient  M  sera 

M=  2N,  +  4N,, 

où  Ni  indique  le  nombre  (o  ou  2)  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

jc''  -\-  >"'  =  n  , 

l'une  des  inconnues  x,  y  étant  nulle,  et  N2  indique  le 
nombre  des  autres  solutions  de  la  môme  équation ,  pourvu 
qu'on  compte  comme  deux  solutions  les  deux  détermi- 
nations 

X  ■=  a     et      r  =  (',      x  =z  v     et       r  =  w, 

fi  u  et  ^  sont  différents,  et  comme  une  seule  si  zi  =  o, 
mais  sans  avoir  égard  au  signe  de  x  et  dey.  D'autre  part, 
un  terme  quelconque  du  second  membre  est 

♦  5  1-1-1 

4(-i)' 


I  — r"-+-' 
qui  se  développe  en  termes  de  la  forme 

de  sorte  que  l'exposant  de  t  sera  11  si  l'on  a 

^*  )  Caucu'ï,  Comptes  rendus,  iS.'p^  a*"  scmestrc;  paj^fcs  yiô  et  5C7, 


(  ^67  ) 
et ,  par  suite ,  si  2  /  +  i  est  un  diviseur  de  n  ^  ou  voit ,  de 
plus,  que  ce  terme  sera  positif  si  i  est  pair,  négatif  si  /  est 
impair,  et  que,  dans  le  premier  cas,  2  i'-f-  i  est  de  la 
forme  /\ni-^  1 5  dans  le  second ,  2  i -(-  i  est  de  la  forme 
4/"  +  3^  donc,  en  appelant  di  le  nombre  total  des  divi- 
seurs de  n  de  la  première  forme ,  d^  celui  des  diviseurs  de 
la  seconde,  l'agrégat  de  tous  les  coefficients  de  «"  dans  le 
développement  du  second  membre  sera 

4  r/,  —  4  4 , 

qui  devra  être  égal  à  M ,  et ,  par  conséquent , 

Donc,  si  n  est  réduit  à  n'avoir  aucun  diviseur  premier  de 
la  foime4/«  -i-  3,  r/j  étant  nul ,  on  aura 

N,  +   2N,  =  2<:/,  , 

résultat  qui  coïncide,  comme  on  voit  facileinent,  avec  la 
formule  de  M.  Gauss. 

La  même  théorie,  que  nous  venons  de  rappeler,  donne 
l'équation 

(1+  2^+  2/'  +  2?"+.  .  .)(i  4-2^^4-  2  ^'-'4- 2  ?'•»-+-..  .) 

/      t                 t"               t'                f 
=  14-2      •  4 , : :  4-  .  . 

de  laquelle  on  tire  d'une  manière  semblable  le  nombre  des 
solutions  de  l'équation 

X-  4-  2J''  :=  n. 

Si  Nj  est  le  nombre  des  solutions  de  cette  équation  lorsque 
l'une  des  inconnues  est  nulle,  et  N^  celui  des  autres  solu- 
tions^ si,  d'autre  part,  on  exprime  rcspectivcmeut  par 


(  i68  ) 
r/, ,  r/j ,  (Ir,.  (l-  combit'u  le  nombre  7^  a  de  diviseurs  des 
formes 

8w+i,     8/7J  +  3,         8m +  5,     8/7J  +  7, 

on  trouvera 

N,  +  2  N,  =  <•/,  4-^/3  —  d,  —  d.. 
On  a  aussi 

(i-H  2f  +  2^'-f-  2/^+...)(i  +  2/'-|-  2f'-'H-  a^^-^H-.. .) 
[  l  —  t         I  +  ?'         I  —  f  \ 

=  1-1-2      •  /H -t'-i if'H-..  .  ]•> 

\\  —  t^  I  H-  ?''  I  —  t^  1 

et  en  appelant  Ni  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

x'  -h  3 j^  =  n , 

qui  correspondent  à  Tune  des  inconnues  nulle,  Nj  celui 
des  autres  solutions,  on  trouvera 

IV,  4-  2^^,  =  (-  i}"  (r/,  —  d,  —  d^  —d,): 

ici ,  </,  est  le  nombre  de  ces  diviseurs  i  de  n ,  dont  les  réci- 
proques -  sont  delà  forme  3  /«  +  i ,  et  dilïèrent  d'eux  d'un 

nombre  impair  5  d^  est  le  nombre  des  diviseurs  doiit  les 
réciproques  sont  aussi  de  la  forme  3  m+  i ,  mais  dilïèrent 
d'eux  d'un  nombre  pair;  d-^  est  le  nombre  des  diviseurs 
dont  les  réciproques  sont  de  la  forme  Zni  -f-  2,  et  diffèrent 
d'eux  d'un  nombre  impair  ;  et  enfin ,  di,  est  le  nombre  des 
autres  diviseurs,  dont  les  réciproques  sont  de  la  forme 
3/?i  +2  (*). 

(*)  La  formule  qu'a   donnée  M.    Caucliy  {Comptes  rendus,  tome  XIX, 

page  i383)  revient  à  celle-ci  j  mais  il  faut  y  mettre  -N  à  la  place  de  N,  et 

entendre  par  N  le  nombre  de  toutes  les  solutions  entières  positives,  en- 
tières négatives  et  nulles  de  l'équation 

a"  -1-  3j-  —  n. 


(  '69) 
Ces  deux  formules  peuvent  aussi  être  démontrées  par  la 
première  méthode  que  j'ai  exposée  pour  celle  de  M.  Gauss. 
Je  rappellerai  enfin  les  deux  équations  : 

r  sr'         5t">         'jt'^ 


i  — r      i  —  f'      i  ~  t'"      I  —t^ 


=  1  +  8 


I   H-  2f -f-  2?'  +  2?'  +.  . 
t  1t^  ZC 


l—t  I-f-f'  I 1' 


De  lapremière  on  déduira  que,  si  n  est  un  nombre  impair, 
et  si  l'on  désigne  par  D  la  somme  de  ses  diviseurs,  et  par  N 
le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

^'  +  j'  +  3'  -+-  u''  =  ^n 

en  nombres  impairs ,  on  a 

N  =  D. 

Quant  à  la  deuxième,  soient  w  un  entier  quelconque,  Di  la 
somme  de  ses  diviseurs  impairs,  D»  la  somme  de  ses  divi- 
seurs pairs  dont  les  réciproques  sont  impairs,  et  D4  la 
somme  de  ses  diviseurs  pairs  dont  les  réciproques  sont 
aussi  pairs  -,  de  plus ,  que  le  nombre  des  solutions  de  l'é- 
quation 

J.5  ^  j2  _j_  zi  _|_  u''  =  n 

soit  Nj  si  trois  des  inconnues  sont  nulles,  Nj  si  deux 
sont  nulles,  N3  si  une  seule  inconnue  est  nulle,  N,  si 
aucune  n'est  nulle  :  on  aura 

N,  +  2N:  +  4N3  +  8N4  =  4(D, +  D,  —  D,). 

On  doit  remarquer  que  les  deux  déterminations 

X  =  a ,      y  =:  b  ,      z  =:  c,      u  :=  d. 


(  170  ) 

et 

sont  comptées  pour  deux  solutions  si  a  et  &  sont  différents, 
et  ainsi  des  autres. 


SIR  LA  DIVISION  ABRÉGÉE  ET  LA  DIVISION  ORDONNÉE 

Par  m.   TURQUAN, 

Agrégé  des  Sciences  mathématiques. 


1°.  Principe  fondamental.  — SiVon  a  à  effectuer  une 
division  dont  le  quotient  11  ait  quun  seul  chiffre ,  quon 
supprime  le  même  nombre  de  chiffres  à  la  droite  du  di- 
vidende et  du  diviseur,  et  quon  divise  l'un  par  Vautre  le 
dividende  et  le  diviseur  ainsi  restreints  ,•  si  le  reste  de  cette 
division  est  plus  grand  que  le  chiffre  du  quotient ,  ce  quo- 
tient sera  celui  de  la  division  proposée. 

Par  exemple,  soit  à  diviser  464  936  ^58  par  84  788  639. 
Supprimons  cinq  chiffres  à  droite  du  dividende  et  du 
diviseur,  et  divisons  4^49  p^i"  847 ,  ce  qui  nous  donnera 
pour  quotient  5  et  pour  reste  4 1 4-  J^  dis  que  5  est  le  quo- 
tient de  la  division  proposée. 

En  effet,  ce  chiffre  5  indique  combien  de  fois  847  est 
contenu  dans  4^49 ?  et,  par  suite,  combien  de  fois 
84  700  000  est  contenu  dans  4^4  900  000 ,  ou  bien  encore 
combien  de  fois  84  700  000  est  contenu  dans  4^4  936  758  ; 
donc  5  peut  être  trop  fort,  mais  pas  trop  faible.  Il  ne  peut 
pas  non  plus  être  trop  fort,  car,  si  cela  était,  on  aurait 

464  936  758  <  5  X  84  783  639, 

(  *  )  Voir  tome  m,  pa^jcs  iîaS  ,  CJ8}  toinc  ^',  jja{;es  j/j '),    jjo, /(60  ,  fujj), 
629;  tome  VI ,  page/|i5;  tome  XI,  pages  03,  100,  1/(8. 


(  ^7*  ) 
et,  à  forliori, 

464  900  000  <^  5  X  84  800  000 , 
ou 

4649<  5X848. 

Mais  on  a 

4649>5x847; 

donc  4  649  est  compris  entre  5.847  ^•^  5.848^  la  différence 
entre  4^49  et  5.847  serait  donc  moindre  que  5  ,  ce  qui  n'a 
pas  lieu. 

Le  principe  énoncé  se  trouve  donc  démontré  :  voyons 
comment  nous  pourrons  nous  en  servir  pour  abréger  la 
division. 

'iP.  Soit  à  diviser  4  649367  587  par  847  836.  Le  quo- 
tient aura  quatre  chiffres.  Je  prends  sur  la  gauche  du  di- 
viseur cinq  chiffres ,  autant  plus  un  qu'il  y  en  a  au  quo- 
tient, savoir  84783,  et  sur  la  gauche  du  dividende  assez 
de  chiffres  pour  contenir  le  diviseur  conservé  84  783  ,  et 
le  contenir  moins  de  dix  fois,  savoir  464  936  5  et  je  divise 
ensuite  ces  six  premiers  chiffres  du  dividende  par  les  cinq 
premiers  chiiïresdu  diviseur.  Je  trouve  pour  quotient  5. 
4  649  367  5«7  I  847  836  Je  multiplie  84  783  par  5 ,  en  ayant 
4io  18  5483      soin  d'augmenter  le  produit  des 

7105  dizaines   qui   proviennent  de    la 

3  23  multiplication  du  chiffre  barré  6 

69  '  du  diviseur  par  5.  Je  soustrais  le 

produit  du  dividende  464936,  et  je  trouve  pour  reste 
4i  018.  Ce  reste  est  évidemment  plus  petit  que  celui  de 
la  division  de  464936  par  84783,  puisqu'on  a  mis  18 
pour  le  produit  de  3.5 ,  et  comme  il  est  aussi  plus  grand 
que  5 ,  ce  chiffre  5 ,  en  vertu  de  notre  principe  fondamen- 
tal ,  est  le  quotient  des  sept  premiers  chiffres  du  dividende 
par  le  diviseur,  et,  par  conséquent,  le  premier  chiffre  de 
la  division  proposée. 


(  17^  ) 

Ce  reste  4i  oi8  se  compose  des  cinq  premiers  chiffres 
du  second  dividende  partiel  que  donnerait  la  division  or- 
dinaire, sauf  une  erreur  en  plus  qui  vient  de  ce  qu'on 
n'a  pas  soustrait  les  unités  provenant  du  produit  du  pre- 
mier chiffre  barré  6  parle  chiffre  5,  erreur  qui  ne  peut  pas 
surpasser  deux  unités  (*).  Par  conséquent,  si  l'on  divise 
4i  oi8  par  les  quatre  premiers  chiffres  du  diviseur,  et  si 
le  quotient  trouvé  est  plus  petit  que  le  reste  correspon- 
dant diminué  de  2,  ce  quotient  sera  le  second  chiffre 
du  quotient  de  la  division  proposée.  Je  barre  donc  le 
chiffre  3 ,  je  divise  4 1  o  1 8  par  8478,  ce  qui  me  donne  pour 
quotient  4;  je  multiplie  8  478  par  4  ,  j'ajoute  au  produit 
les  dizaines  provenant  de  la  multiplication  du  dernier 
chiffre  barré  3  par 4,  je  soustrais  de  4i  0185  le  reste  7  io5 
est  plus  petit  que  le  reste  de  la  division  de  4i  oi8  par  8478, 
et,  diminué  de  2,  il  est  encore  plus  grand  que  4-  Donc 
4  est  le  second  chiffre  cherché. 

Le  reste  ^loS  se  compose  des  quatre  premiers  chillres 
du  troisième  dividende  partiel  que  donnerait  la  division 
ordinaire,  sauf  une  erreur  en  plus  de  quatre  unités,  parce 
que  le  reste  précédent  4i  018  peut  être  lui-même  trop 
fort  de  deux  unités ,  et  parce  que  le  défaut  de  soustraction 
des  unités  de  mille  provenant  de  la  multiplication  des 
parties  négligées  du  diviseur  par  4oo  peut  encore  amener 
deux  unités  d'erreur.  Par  conséquent,  si  l'on  divise  7  io5 
par  les  trois  premiers  chiffres  du  diviseur,  et  si  le  quo- 
tient trouvé  est  plus  petit  que  le  reste  correspondant  di- 
minué de  quatre  unités,  ce  quotient  sera  le  troisième 
chitTre  du  quotient  de  la  division  proposée.  Je  barre  donc 
le  chiffre  8 ,  je  divise  7  io5  par  847  ,  ce  qui  me  donne  pour 
quotient  85  je  multiplie  847  par  7,  j'ajoute  au  produit 
les  dizaines  provenant  de  la  multiplication  du  dernier 


(')   Voir  ]iX  icuiaïquc,   pa{;ci7'j. 


(  ^73  ) 
chifTie  barré  8  par  le  quotient  8 ,  je  soustrais  de^  io5.  Le 
reste  323  est  plus  petit  que  le  reste  de  la  division  de  ^loS 
par  847  î  et ,  diminué  de  4  ,  il  est  encore  plus  grand  que  8. 
Donc  8  est  le  troisième  chiffre  cherché. 

On  voit  facilement  que  le  reste  323  se  compose  des 
trois  premiers  chiffres  du  quatrième  dividende  partiel  que 
donnerait  la  division  ordinaire,  sauf  une  erreur  en  plus 
qui  ne  peut  pas  surpasser  six  unités.  Par  conséquent ,  si 
l'on  barre  le  chiffre  7  et  si  l'on  divise  323  par  84,  le 
chiffre  ainsi  trouvé  3  sera  le  quatrième  chiffre  demandé, 
parce  que  le  reste  69,  évalué  avec  les  précautions  prises 
dans  les  opérations  précédentes ,  est  pins  petit  que  le 
reste  de  la  division  de  323  par  84,  et  que,  diminué  de  6 , 
il  est  encore  plus  grand  que  3. 

3°.  On  voit ,  par  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  : 
Pour  trouver  le  quotient  d'un  nombre  entier  par  un 
nombre  entier  à  une  unité  près ,  on  conserve  au  diviseur, 
à  partir  de  la  gauche  ,  autant  de  chiffres  plus  un  qu'on  en 
veut  avoir  au  quotient;  on  prend  sur  la  gauche  du  divi- 
dende un  nombre  suffisant  de  chiffres  pour  contenir  la 
partie  conservée  du  diviseur  et  pour  la  contenir  moins  de 
dix  fois  5  on  divise  ensuite  le  dividende  restreint  par  le 
diviseur  restreint,  ce  qui  donne  le  premier  chiffre  du 
quotient  5  on  multiplie  le  diviseur  restreint  par  ce  chiffre, 
en  ayant  soin  d'augmenter  le  produit  des  dizaines  prove- 
nant de  la  multiplication  du  premier  chiffre  négligé  du 
diviseur  par  le  premier  chiffre  du  quotient,  et  l'on  sous- 
trait du  premier  dividende  partiel.  On  barre  le  dernier 
chiffre  du  diviseur,  et  l'on  divise  le  reste  par  ce  nouveau 
diviseur,  on  a  ainsi  le  second  chiffre  du  quotient  ;  on  mul- 
tiplie le  second  diviseur  par  ce  chiffre,  en  ayant  soin  d'a- 
jouter au  produit  les  dizaines  du  produit  du  dernier  chif- 
fre barré  par  le  second  chiffre  du  quotient,  et  l'on  sous- 
trait du  premier  reste.  On  supprime  un  nouveau  chiffre 
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à  la  droite  du  diviseur,  et  l'on  a  ainsi  un  troisième  divi- 
seur restreint  par  lequel  on  divise  le  second  reste,  et  l'on 
obtient  le  troisième  cliiflredu  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

Tant  que  chaque  reste,  diminué  d'autant  de  fois  2 
qu'on  a  trouvé  de  chiffres  moins  un  au  quotient ,  est  plus 
grand  que  le  dernier  chiffre  trouvé,  ce  chiffre  est  exact, 
et  l'on  a  le  quotient  approché  par  défaut,  à  moins  d'une 
unité  de  l'ordre  de  ce  chiffre. 

Comme  on  a  pris  au  diviseur  autant  de  chiffres  plus  un 
qu'il  y  en  a  au  quotient,  le  diviseur  qui  donnera  le  chiffre 
des  unités  aura  deux  chiffres,  et  le  reste  correspondant 
en  aura  ordinairement  deux,  et  sera  dans  la  plupart  des 
cas,  même  après  la  correction,  plus  grand  que  le  dernier 
chiffre  du  quotient. 

4*^.  Remarque.  Il  est  facile  de  se  convaincre  que  le 
défaut  de  soustraction  des  chiffres  négligés  de  chaque  pro- 
duit, peut  augmenter  de  deux  unités  les  parties  conser- 
vées des  restes  ;  car,  en  ajoutant  au  produit  du  dernier 
chiffre  barré  par  le  dernier  chiffre  trouvé  au  quotient, 
les  dizaines  provenant  de  la  multiplication  de  l'avant- 
dernier  chiflVe  barré,  on  pourrait  augmenter  les  dizaines 
de  ce  produit  d'une  unité,  et  si  les  unités  se  trouvaient 
plus  grandes  que  le  chiffVe  correspondant  du  dividende 
partiel,  et  qui  n'est  pas  écrit,  ces  dizaines  augmenteraient 
d'une  nouvelle  unité.  De  sorte  que  ces  deux  unités  se  re- 
trouveraient dans  le  reste  suivant,  qui  serait  ainsi  aug- 
menté de  deux  unités.  L'erreur  peut  donc  aller  jusqu'à 
deux  unités,  mais  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  pas  aller 
au  delà. 

5^*.  On  peut  facilement  trouver  le  véritable  reste  de  la 
division.  Il  suffit,  en  effet,  d'écrire  à  côté  de  Qg  {ç^Z^  *  7  0 
les  chiffres  négligés  du  dividende,  et  de  retrancher  du 
nombre  ainsi  obtenu  tout  ce  qu'on  a  omis  de  soustraire 
par  le  procédé  de  la  division  abrégée;  ce  qui  se  compose 
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évidemment  du  produit 


de  6  par  5ooo 

(le  36  par  4^^ 
de  836  par  8o 
de  7  836  par  3 


moins  les  dizaines  de  mille  provenant 
de  ces  différents  produits. 


Désignons-les  par  cl ,  d\  d'\  d'"  5  on  aura 

6x5  000  —  <i  =  0000 

3  6  X    4^0  —  d'  :=  4  400 

83  6  X       80  — fr=  6880 

783  6  X         3  — r/"'=  3  5o8 

Total 14788 

ou  retranchera  donc   14788  de  697587,  et  le  résultat 
682  799  sera  le  reste  de  la  division. 

On  pourra  se  servir  de  ce  reste  pour  trouver  quatre 
autres  chiffres  du  quotient  par  la  méthode  de  la  division 
abrégée. 


4649367  587 
4ioi8 
71  o5 
3  23 

697587 
14788 


847836 


5483,80534325 


682799 
453 1 
292 
320000 
i33o8 


366692 

27638 

2204 

509 

I 


On  supprimera  le  der- 
nier chiiï"re  6  du  diviseur, 
et  l'on  divisera  682  799  par 
84  783  ,  ce  qui  donne  pour 
quotients.  On  multipliera 
84  783  par  8,  en  ayant  soin 
d'ajouter  au  produit  les  di- 
zaines provenant  de  la  mul- 
tiplication du  chiffre  né- 
gligé 6  par  8.  Le  reste  4  53 1 
est  plus  grand  que  8,  donc 
le  chiffVe  8  convient.  On 
barrera  le  chiffre  3  et  l'on 
divisera  453i  par  8478. 
Le  quotient  est  zéro.    Ou 
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barrera  alors  le  chinVe  8  du  diviseur,  et  1  ou  divisera  le 
même  reste  453 1  par  847.  On  trouve  pour  quotient  5.  On 
multipliera  847  par  5  en  ayant  soin  d'ajouter  au  produit 
les  dizaines  provenant  de  la  multiplication  du  dernier 
chiffre  barré  8  par  5  ,  et  Ton  soustrait  de  4  53 1.  Le  reste 
292,  diminué  de  quatre  unités,  est  plus  grand  que  5,  donc 
le  chiffre  5  convient.  On  supprime  enfin  le  chiffre  7  du 
diviseur,  et  l'on  divise  292  par  84.  On  trouve  pour  quo- 
tient 3.  On  multiplie  84  par  3  en  ayant  soin  d  augmenter 
ce  produit  des  dizaines  provenant  de  la  multiplication  du 
dernier  chiffre  barré  7  par  3 ,  et  l'on  soustrait  de  292.  Le 
reste  38  ,  diminué  de  6,  étant  plus  grand  que  le  chiiïre  3, 
ce  chiffre  3  convient. 

On  pourra  ensuite  retrouver  le  véritable  reste  corres- 
pondant au  dernier  chiffre  3  du  quotient  par  le  même 
procédé  que  nous  avons  suivi  tout  à  l'heure,  et  ce  nouveau 
reste  permettra  de  trouver  encore  quatre  autres  chiffres 
au  moyen  de  la  division  abrégée. 

6".  Lorsqu'un  des  restes,  diminué  d'autant  de  fois  2 
qu'on  a  déjà  trouvé  de  ehiflres  moins  un  au  quotient,  est 
plus  petit  que  le  dernier  chiffre  trouvé,  ce  dernier  chiffre 
est  incertain,  et  il  faut  s'assurer  s'il  convient  avant  de 
continuer  l'opération.  Pour  cela,  on  rétablira  le  reste  sui- 
vant tel  qu'il  aurait  été  obtenu  par  le  procédé  de  la  divi- 
sion ordinaire,  de  la  même  manière  que  nous  avons  déjà 
rétabli  le  reste  final  de  la  division  ;  et  si  la  correction  peut 
se  faire,  le  chiffre  convient,  carie  produit  du  diviseur 
par  ce  chiffre  est  plus  petit  que  le  dividende  partiel  qui 
l'a  donné.  Si  la  correction  ne  peut  pas  se  faire,  il  faudra 
diminuer  ce  chiffre  d'une  unité,  et  recommencer  la  véri- 
fication. 

Au  lieu  de  rétablir  le  reste  suivant  tout  entier,  on 
pourra  en  rétablir  une  partie  seulement ,  comme  on  le 
voit  dans  l'exemple  suivant.  Le  reste  correspondant  au 
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thilfre  8  trouvé  auquotientestô,  plus  petitque  85  ce  dernier 
chiffre  pourrait  donc  être  trop  fort.  Pour  s'en  assurer,  à 
2  4^2  445375    645  367   côtédu  dernier  reste  6  on  abaissera 
5i6  34  38o  0       le  premier  chiffre  négligé  du  di_ 

65  vidende;  le  nombre  65  ainsi  obtenu 

^  contient  les  mille  du  troisième  divi- 

5  r  dende  partiel  augmenté  de  tous  les 

mille  que  le  procédé  de  la  division  abrégée  n'a  pas  permis 
de  soustraire.  Or  ces  mille  sont  la  somme  des  unités  du 
produit  de  7  par  3ooo ,  des  dizaines  du  produit  de  7  par 
800  et  des  unités  du  produit  de  6  par  800 ,  somme  égale 
à  i4-  Comme  1 4  peut  être  retranché  de  65  ,  et  que  le  reste 
5i  est  plus  grand  que  2  ,  le  produit  du  diviseur  par  8  est 
nécessairement  plus  petit  que  le  second  dividende  par- 
tiel, et  le  chiffre  8  convient. 

DIVISION    ORDONMÉE. 

y°.  11  est  clair  qu'au  lieu  de  chercher  par  le  procédé 
abrégé  de  la  division  le  nombre  total  des  chiffres  de  la 
partie  entière  du  quotient,  on  peut  n'en  chercher  qu'un 
certain  nombre,  trois  par  exemple.  Alors  il  faut  com- 
mencer par  diviser  les  cinq  ou  quatre  premiers  chiffres  du 
dividende  par  les  quatre  premiers  du  diviseur.  Après 
avoirtrouvé  le  troisième  chiffre,  on  rétablira  les  premiers 
chiffres  du  reste  correspondant  par  un  procédé  semblable 
à  celui  qui  nous  a  servi  dans  le  paragraphe  précédent,  et, 
avec  ce  reste,  on  pourra  encore  trouver  trois  autres  chif- 
fres, etc. 

On  peut  même  ne  chercher  qu'un  seul  chiffre  à  la  fois 
en  divisant  les  trois  premiers  chiffres  du  dividende  par  les 
deux  premiers  du  diviseur,  et  en  rétablissant  après  chaque 
division  les  trois  premiers  chiffres  du  reste  correspondant. 
Cette  méthode  simplifie  aussi  l'opération,  et  elle  est  sur 
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tout  remarquable  parce  qu'elle  reproduit,  saut  de  légères 
modifications,  la  division  ordonnée  de  Fourier. 

Reprenons  la  même  division  que  pjus  haut.  Prenons 
pour  diviseur  désigné  84 ,  et  pour  premier  dividende  par- 
tiel 464-  Nous  trouverons  pour  quotient  5  et  pour  reste 
4i  plus  grand  que  5  5  donc  5  convient.  Nous  écrivons  à 

côté  du  reste  le   chilFre  9;   1(; 


4  649  367  587 

4'9 
_9 

4io 
723 
12 


847  83G 


nombre  Aiq  surpasse  les  unités 
"*     '  du  septième  ordre  du  second 

dividende  partiel  ordinaire  de 
toutes  les  unités  du  septième 
ordre  provenant  de  la  multi- 
plication des  7  mille  du  divi- 
seur par  les  5  mille  du  quotient 
et  de  celles  provenant  du  pro- 
duit des  8  centaines  du  diviseur 
par  5ooo.  Ce  nombre  d'uni- 
tés du  septième  ordre  s'élève  à 
9.  Je  soustrais  g  de  ^ig^  et  la 
reste  4^°,  sauf  une  erreur  eu 
plus  qui  ne  peut  surpasser  deux 
unités ,  se  compose  des  millions 
du  second  dividende  partiel.  Je 
divise  4^0  par  84,  je  trouve 
pour  quotient  4  et  pour  reste 
725  72  ,  diminué  de  2 ,  est  plus 
grand  que  /\,  donc  4  convient. 
12  A  côté  de  72,  j'écris  3;   728 

77TT  surpasse  les  unités  du  sixième 

ordre  provenant  de  la  multiplication  des  3  dizaines  et  des 
8  centaines  du  diviseur  par  Dooo,  et  de  la  multiplication 
des  8  centaines  et  des  7000  du  diviseur  par  400,  donc 
la  somme  s'élève  à  12.  Je  soustrais  12  de  728,  et  le  reste 


1 1 
34G 

23 

32.3 

697 
i3 

6«4 

75 
28 


47b 

_24 

454 
3.7 

25 
292 

38o 
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^11,  sauf  une  erreur  eu  [)lus  qui  ne  peut  surpasser  deux 
unités,  contient  toutes  les  centaines  de  mille  du  troisième 
dividende  partiel  ordinaire.  Je  divise  7  n  par  84  ,  je  trouve 
pour  quotient  8  et  pour  reste  34  5  34,  diminué  de  2,  est 
plus  grand  que  8 ,  donc  le  chilfre  8  convient.  A  côté  de  34, 
j'abaisse  le  cliiiïre  6,  et  le  nombre  346  surpassera  les 
dizaines  de  mille  du  quatrième  dividende  partiel  ordi- 
naire de  toutes  celles  qui  proviennent  de  la  multiplication 
des  6  unités  et  des  3  dizaines  du  diviseur  par  5ooo,  de  !a 
multiplication  des  3  dizaines  et  des  8  centaines  du  divi- 
seur par  400  ,  de  la  multiplication  des  8  centaines  et  des 
y  mille  du  diviseur  par  80.  Cette  somme  donne  en  tout 
23  dizaines  de  mille.  Je  soustrais  23  de  346;  le  reste  323, 
sauf  une  erreur  en  plus  qui  ne  peut  surpasser  2,  est 
le  nombre  des  dizaines  de  mille  contenues  dans  le  qua- 
trième dividende  partiel  ordinaire. 

Ce  nombre  323  donnera  le  quatrième  chiffre  du  quo- 
tient, savoir  3  :  on  trouvera  de  la  même  manière  le  chillre 
des  dizaines  8.  Mais  ici  se  présente  une  circonstance  re- 
marquable. Le  reste  7  est  plus  petit  que  8,  ce  chiffre  8 
peut  donc  être  trop  fort.  Pour  le  vérifier,  j'abaisse  le 
chiin-e  5  à  côté  de  7,  et  je  fais  la  correction.  La  correction 
peut  se  faire,  et  le  reste  corrigé  surpasse  2.  Donc  le  pro- 
duit du  diviseur  par  8  ne  surpasse  pas  le  cinquième  di- 
\idende  partiel  ordinaire,  donc  le  chiffre  8  convient.  Le 
dividende  partiel  corrigé  47  est  plus  petit  que  84,  j'écris 
o  au  rang  des  dizaines,  et  le  chiffre  suivant  8  à  côté  de  75 
je  fais  la  correction,  et  je  trouve  ainsi  au  quotient  le 
chiffre  5  ,  puis  le  chillre  3 ,  etc. 

8°.  On  peut  donc  formuler,  ainsi  qu'il  suit,  te  pro- 
cédé de  division  ordinaire  : 

On  pi^end  pour  diviseur  designé  les  deux  ou  trois  pre- 
miers chidres  à  gauche  du  diviseur,  et  sur  la  gauche  du 
dividende  une  partie  qui  contienne  ce  diviseur  désigné, 

12. 
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cl  ne  le  contienne  pas  dix  fois.  On  divise  ce  premier  di- 
vidende partiel  par  le  diviseur  désigné,  et  l'on  en  soustrait 
le  produit  du  diviseur  désigne  par  le  chiffre  trouvé  au 
quotient,  en  avant  soin  de  l'augmenter  des  dizaines  pro- 
venant de  la  multiplication  du  premier  chiffre  négligé  par 
ce  chiffre  du  quotient.  Si  le  reste  ainsi  obtenu  est  plus 
petit  que  le  chiffre  trouvé  au  quotient,  ce  chiffre  est 
bon. 

A  côté  du  reste ,  on  abaisse  le  premier  chiffre  négligé 
du  dividende,  on  a  un  nouveau  dividende  partiel  qu'il  faut 
corriger  en  en  soustrayant  les  unités  de  même  ordre  que 
sou  dernier  chiffre,  provenant  du  produit  des  deux  premiers 
chiffres  négligés  du  diviseur  par  le  chiffre  trouvé  au  quo- 
tient. On  a  ainsi  un  nouveau  dividende  partiel  que  l'on 
divise  par  le  même  diviseur  désigné,  ce  qui  donne  le 
second  chiffre  du  quotient-,  on  retranche  de  ce  second 
dividende  partiel  le  produit  du  diviseur  désigné  par  le 
nouveau  chiffre  du  quotient,  en  ayant  soin  de  Taug- 
menter  fies  unités  de  même  ordre  provenant  de  la 
multiplication  des  chiffres  négligés  du  diviseur  par  la 
partie  trouvée  du  quotient,  et  si  le  reste  diminué  de  deux 
unités  est  plus  grand  que  ce  chiffre  du  quotient ,  ce  chiffre 
est  bon . 

A  côté  du  reste ,  on  abaisse  le  second  chiffre  négligé 
du  dividende,  on  retranche  du  résultat  ainsi  obtenu  les 
unités  de  même  ordre  que  son  dernier  chiffre  qui  provien- 
nent de  la  multiplication  des  trois  premiers  chiffres  né- 
gligés du  diviseur  par  les  deux  premiers  chiffres  du  quo- 
tient ^  on  a  ainsi  un  troisième  dividende  partiel  qu'on 
divise  par  le  diviseur  désigné,  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu  il  arrive  qu'un  reste  diminué  de  2  est  plus 
petit  que  le  chiffre  dernièrement  trouvé  au  quotient,  ce 
chitire  peut  être  trop  fort.  On  abaisse  alors  à  côté  de  ce 
reste  un  nouveau  chiffre  du  dividende,  et  l'on  fait  la  cor- 
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reclion.  Si  celte  correction  peut  se  faire,  et  que  le  reste 
soit  plus  grand  que  2 ,  le  chiffre  est  bon ,  sinon  le  thitfre 
est  trop  fort,  il  faut  le  diminuer  d'une  unité  et  recommen- 
cer la  vérification. 

9°.  Voici  maintenant  comment  on  peut  faire  la  cor- 
rection dont  il  est  parlé.  On  multiplie  le  second  cliiifrc 
négligé  du  diviseur  par  le  nouveau  chiffre  obtenu  au  cpio- 
tient,  et  l'on  retient  les  dizaines  5  on  multiplie  le  pre- 
mier chiffre  négligé  par  le  même  multiplicateur,  on  ajoute 
les  unités  de  ce  produit  aux  dizaines  dvi  précédent,  et  l'on 
écrit  la  somme.  On  multiplie  le  troisième  chiffre  néglij^é 
par  le  chiftre  précédent  du  quotient,  on  retient  les  di- 
zaines, puis  le  second  chiffre  négligé  par  le  même  multi- 
plicateur, et  l'on  ajoute  les  uAités  de  ce  produit  aux  di- 
zaines retenues ,  et  l'on  écrit  celle  somme  au-dessous  de 
la  première,  et  ainsi  de  suite;  on  ajoute  entre  eux  tous 
les  résultats  qu'on  vient  d'écrire,  et  la  somme  donne  la 
correction  cpi'il  y  a  à  faire. 


SIR  LE  PUOBLÈME  DIJ  CAVALIER  Al  JEl  «ES  ÉCHECS; 

Par  un  ABOxNNÉ. 


On  connaît  le  problème  auquel  a  donné  naissance  la 
convention  faite  relativement  à  la  marche  du  cavalier  au 
jeu  des  échecs.  11  s'agit,  dans  ce  problème,  de  faire  oc- 
cuper successivement  et  une  seule  fois ,  par  le  cavalier, 
chacune  des  soixanle-qualre  cases  de  l'échiquier,  de  ma- 
nière à  pouvoir  revenir,  si  l'on  veut,  de  la  dernière  case 
à  celle  qui  a  servi  de  point  de  départ.  Ce  problème,  dont 
plusieurs  géomètres  se  sont  occupés ,  n'a  aucune  difficulté  ; 
mais  la  détermination  du  nombre  de  solutions  disliuclcs 
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qu  il  peut  admettre,  constitue  un  nouveau  problème  dun 
ordre  plus  élevé  et  que  nous  étudierons  dans  un  autre  ar- 
ticle. Nous  nous  bornerons  ici  à  indiquer  la  manière  dont 
on  peut  obtenir  les  diverses  solutions  du  problème  du  ca- 
valier. Lcgendre  a  traité  cette  question  dans  le  second  vo- 
lume de  sa  Théorie  des  nombres  (3®  édition)  5  mais  ce 
qu'il  a  dit  à  ce  sujet  n'est  pas  suffisant. 

Plaçons  le  cavalier  à  une  case  quelconque  où  nous 
écrivons  le  nombre  i  ,  puis  faisons-le  marcher  confoi- 
mément  à  la  règle  du  jeu,  arbitrairement  d'ailleurs ,  en 
ayant  soin  d'écrire  les  nombres  2,  3,  4?  etc.,  dans  les 
cases  qui  sonlainsi  successivement  occupées,  et  dene  point 
revenir  à  une  case  déjà  marquée.  Il  pourra  arriver,  par 
hasard,  qu'en  opérant  de  la  sorte,  on  passe  par  chacune 
des  64  cases,  lesquelles  seront  ainsi  désignées  par  les 
nombres  i,  2,.-i  ^4  i  mais,  le  plus  souvent,  on  sera 
arrêté  avant  d'avoir  épuisé  toutes  les  cases,  la  dernière  de 
celles  où  l'on  est  entré  ne  correspondant  qu'avec  des  cases 
déjà  marquées.  Nous  disons  que  deux  cases  se  corres- 
pondent lorsqu'on  peut  aller  directement  de  l'une  à 
l'autre,  d'après  la  règle  du  jeu.  Dans  tous  les  cas.  si  les 
cases  marquées  de  numéros  impairs  sont  blanches,  les 
cases  marquées  de  numéros  pairs  seront  noires,  ou  réci- 
proquement- 

Supposons   que  ti   cases  aient  été  marquées    par    les 
nombres 

1 ,   2 ,   3 ,  4 ,    •  •  ,  " , 

et  écrivons  des  lettres  quelconques  A,  h,  C,...  dans  les 
cases  non  marquées.  Nous  allons  montrer  comment  on 
peut  successivement  faire  entrer,  dans  le  circuit  des  n 
premières  cases,  chacune  des  cases  restantes. 

Remanpions  d'abord  que  le  ciicuit  1.2...  n  peut  être 
changé  d'un   très-grand  nombre   de  manières  diverses. 
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Soil,  pai'  exemple,  /?o  l'une  des  cases  qui  correspondent 
à  «,  notre  circuit  pourra  être  remplacé  par  le  suivant  : 

1.2...  n^\n[n  —  i).  .  .  («,  +i). 

Soit,  de  même,  ii^  Tuue  des  cases  qui  correspondent 
à  I  ,  le  circuit  1.2...  n  pourra  être  remplacé  par 

(«,  —  1).  .  .2.  I  I  rt,  (//,  -4-  i).  .  .   n. 

On  voit  qu'on  peut  toujours  changer  en  une  autre,  Tune 
quelconque  des  deux  cases  extrêmes  du  circuit  primitif, 
et  cela  de  plusieurs  manières-,  car,  après  avoir  fait  ce 
changement  une  fois,  on  peut  encore  faire  un  nouveau 
changement,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  il  faut  diriger 
l'opération  du  changement  de  circuit  de  manière  que  l'une 
des  cases  extrêmes  du  nouveau  circuit  corresponde  avec 
Tiuie  des  cases  que  Ton  veut  introduire,  et  alors  celle 
introduction  se  fera  immédiatement;  par.exemple  ,  si  l'on 
a  remplacé  le  (ircuit  1.2...  n  par 

I  .  .  .  //,_,  \n.  .     ( «u  +  1  ) , 

et  que  //q  +  i  corresponde  avec  A,  on  aura  le  circuit 

I .  .  .  //„]//...  (//,  -f-  i)  I  A, 

qui  comprend  la  case  A.  Par  cette  méthode.,  on  pourra 
toujours,  après  quelques  tâtonnements,  introduire  suc- 
cessivement et  une  à  une  toutes  les  cases  marquées  des 
lettres  A ,  B ,  C ,  —  On  pourrait  croire  qu'il  faille  changer 
le  numérotage  après  chaque  introduction  ;  mais  cela  n'est 
pas  nécessaire,  et  avec  un  peu  d'attention  on  pourra 
opérer  comme  si  ce  (  hangcment  avait  été  e(ï"ectué. 

La  méthode  précédente  est  générale,  mais  il  se  présente 
des  cas  où  l'on  peut  l'éviter  cl  opérer  plus  simplement. 
Par  exemple,  si  les  deux  cases  A  et  lî  se  correspondent 
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et  qu  elles  correspondent  respectivemeni  avec  les  cases  //o 
et  //o -f-  I  du  circuit,  les  cases  A  et  B  s'introduisent  im- 
médiatement; on  a,  en  effet,  le  circuit 

1  .  .  .  //o  I  A  ,  B  j  (  /?o  -4-  I  ) .  .  .  //  ; 

on  pourra  de  la  même  manière  faire  entrer  en  même 
temps  dans  le  circuit  plusieurs  cases  A,  B,  C,... ,  L  qui 
formeraient  entre  elles  un  circuit  dont  les  extrêmes  cor  - 
respondraient  à  deux  cases  successives  Uq  et  «o  H-  i. 

En  opérant  comme  il  vient  d'être  expliqué ,  on  obtien- 
dra un  circuit  complet,  renfermant  les  64  cases;  mais,  en 
général,  ce  circuit  ne  sera  pas  rentrant,  c'est-à-dire  que 
la  dernière  case  ne  correspondra  pas  avec  la  première. 
Or  il  est  très-aisé  de  faire  rentrer  nn  circuit  non  rentrant. 
Supposons  que  les  64  cases ,  dans  l'ordre  où  elles  sont 
occupées ,  soient  marquées  des  nombres 

1 ,  2,  3, . . .  ,  64. 

La  question  que  nous  nous  proposons  se  résout  immé- 
diatement ,  dans  le  cas  où  il  existe  deux  cases  successives 
m  et  m  -h  I  qui  correspondent ,  la  première  avec  64 ,  la 
seconde  avec  i .  On  a ,  en  effet ,  ce  nouveau  circuit  qui 
est  rentrant,  savoir  : 

1.2.3...  m  1 64  •  63 .  . .  (  w  -H  I ). 

Le  cas  où  il  n'existe  pas  deux  cases  m  et  m  -+- 1  qui  cor- 
respondent avec  64  et  i  respectivement,  se  ramène  tou- 
jours au  premier  cas  en  changeant  le  circuit  d'une  ma- 
nière convenable,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

Ce  n'est  que  quand  le  circuit  est  rentrant  que  le  pro- 
blème du  cavalier  est  complètement  résolu  ;  on  peut  alors 
partir  d'une  case  quelconque.  Supposons,  par  exemple, 
qu'on  ait  un  circuit  rentrant  dont  les  cases  successives 
soient  marquées 

1.2.3...  64  ; 
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si  l'on  veut  partir  de  la  case  26,  il  faudra  marcher  dans 
l'ordre  suivant  : 

26. .  .  641  1  •  .  -25. 

Exemple.  En  opérant  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut, 
je  remplis  60  cases  que  je  marque  1.2...  60,  je  désigne 
les  4  cases  restantes  par  A ,  B,  C ,  D,  j'ai  le  tableau  sui- 
vant : 


1 

^■4 

5i 

36 

23 

56 
4' 

1 1 
5o 

22 
35 

49 
10 

34 
21 

48 

52 

37 

12 

i3 

2 

25 

C 

60 

B 

57 

33 

26 

53 

38 

20 

47. 
8 

3i 

9 

32 

»9 
46 

7 

3 
54 

'4 

55 

58 

A 

4o 

27 

42 
29 

39 

D 

59 

i5 

4 

44 

•7 

6 

28 

43 

16 

5 

3o 

45 

.8 

Les  cases  A  et  B  se  correspondent ,  de  plus  A  corres- 
pond avec  20  et  B  avec  21  -,  on  peut  donc  immédiatement 
introduire  A  et  B,  et  l'on  a  le  circuit 

I .  .  ,  20  1  A.B  I  21 . . .  60. 

En  deuxième  lieu ,  C  correspond  avec  36 ,  et  60  corres- 
pond avec  35;  cela  permet  d'introduire  C,  et  l'on  a  le 
nouveau  circuit 

I ...  20  i  A .  B  I  2 1 ...  35  1 60 ..  .  36  I  C. 
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En  iroisicme  lieu,  D  correspond  avec  5  7,  ciCcorrespoud 
avec  58  ;  cela  permet  d'introduire  D ,  et  l'on  a  le  nouveau 
circuit  qui  embrasse  toutes  les  cases ,  savoir  : 

I ...  20  I  A. B  I  21 ...  35  I  60.  .  .58  I  C  I  36. .  .57  1  D. 

Pour  rendre  ce  cii'cuit  rentrant,  changeons-le  d'aborddans 
le  suivant,  en  se  servant  de  ce  que  D  correspond  avec  55  , 

1...20  I  A.Bl  21... 35  I  60...  58|C  J36...55|D  |  57.56; 

remarquant  ensuite  que  i  et  56  correspondent  respective- 
ment avec  12  et  1 1 ,  on  obtient  le  circuit  suivant,  qui  est 
rentrant  ; 

i...ii|56.57!D|55...  36  j  C  l58...6o  |  35...  21  ]  B.AI20...12. 

Et,  si  1  on  numérote  ces  mêmes  cases  de  i  à  64  ,  dans  l'or- 
dre qu'on  doit  suivre,  le  premier  tableau  se  change  dans 
le  suivant  : 


1 

18 

63 
48 
3 

5o 
33 
2 

62 

19 
64 

49 

32 

i5 

34 
5i 

1 1 
20 

52 

21 

40 

39 

10 

53 

12 

35 

54 

4i 

22 

29 
36 

38 
55 

i3 

56 

9 

3o 

23 

42 

16 

47 

28 

3i 

'4 

37 
6 

8 

57 

61 

4 

45 

26 

59 

43 

24 

46 

27 

60 

5 

44 

25 

58 

7 

La  considération  des  échiquiers  d'un  nombre  quel- 
conque mn  de  cases  conduit  à  des  remarques  curieuses 
que  nous  pourrons  développer  plus  lard. 
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Note  (lu  Rédacteur.  C'est  Eul<'r  qui  ,  le  prciiiii-r,  a 
ramené  ce  problème  de  silualion  à  un  tdionnemetit  ra- 
tionnel (Académie  de  Berlin  ,  i^op);  à  l'aide  d'une  no- 
talion  ingénieuse,  Vandermonde  a  appliqué  ce  procédé  à 
un  échiquier  quelconque  de  nui  cases-,  même  à  un  échi- 
quier solide  (Académie  de  Paris,  1771  ),  et  récemment , 
un  géomètre  s'en  est  occupé  dans  un  journal  anglais  (Rev. 
MooN,  On  the  hnights  nioi^e  at  chess,  Cambridge  and 
Dublin  mathcnintiques  Journal ,  i^  série,  vol.  IJI,  p.  333, 
i*"^  édit.).  Un  ouvrage  très-curieux  et  très-ingénieux  est 
celui  du  chevalier  Ciccolini ,  del  cavallo  degli  scacchi, 
Paris,  1826:  on  y  résout  le  problème  même  pour  des 
échiquiers  circulaires .  La  solution  rigoureuse,  et  par  con- 
séquent celle  qui  concerne  le  nombre  des  solutions,  est 
encore  à  trouver.  C'est  que  les  principes  de  la  géométrie 
de  situation  désirés  par  Leibnitz  sont  toujours  incon- 
nus j  principes  intimement  liés  à  la  théorie  combinatoire 
des  nombres  et  au  calcul  aux  différences  partielles  linies. 
C'est  ainsi  que  les  c|uestions  i5i,  i52  [Nouvelles  An- 
nales ^  t.  XI,  p.  ii4)  sur  les  échecs  et  le  domino,  qui 
résistent  aux  efforts  d'excellents  géomètres  ,  sont  des  ques- 
tions combinatoircs ,  les  combinaisons  étant  soumises  à 
certaines  lois.  Le  problème  sur  le  nombre  de  chemins 
différents  qui  peuvent  amener  une  tour  d'une  case  donnée 
à  une  autre  case  donnée,  a  été  résolu  rigoureusement, 
je  crois,  par  Charles  (*)  à  l'aide  de  l'intégration  d'une 
équation  aux  différences  finies.  Je  ne  sache  pas  qu'on  se 
soit  occupé  du  même  problème  pour  le  fou. 

L'ouvrage  imprimé  le  plus  ancien  sur  le  jeu  des  échecs 
est,  je  crois,  celui  de  Damiano,  qui  a  paru  à  Rome,  en 


(  *  )  Dans  la  Biograpliie  Micliaiul  ,  on  a  l'ail  tle  ce  C.Iiark's  le  ;;éoiiH-lrc  el 
de  Cliarles  le  physicien  un  seul  et  même  homme;  où  Irouve-l-on  dos 
rcnscigncmciUs  sur  le  gi'oniclre  ? 
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italien  et  eu  espagnol,  en  1 5 1 2  [iJhro  inipararc  giuocase) . 
On  lui  attribue  le  coup  du  gambit  [gainhetta^  croc-en- 
jambe)  qui  consiste  à  sacrifier  au  troisième  coup  le  cava- 
lier du  roi  pour  amener  une  belle  attaque.  Ou  croit  que 
l'auteur  le  plus  ancien  sur  le  jeu  des  échecs  est  Jacobus 
de  Césolis,  né  à  Césole,  en  Picardie,  au  xiii*^  siècle. 


ISJBLIOGRAPHIE. 


Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathcmaliques 
se  trouvent  chez  Mallet -Bachelier  ,  libraire,  quai  des  Augustins  ,  55. 


HEIDELEFF. 

Die  banhutte  des  mîttel  alters,  etc.  La  loge  maçonnique 
du  moyen  âge  en  Allemagne;  exposition  historique 
succincte,  avec  des  documents  et  autres  appendices; 
suivie  d'une  dissertation  sur  les  arcs  aigus  (en  ogive), 
dans  l'architecture  des  anciens,  comme  ayant  servi  de 
précurseur  aux  principes  de  l'ancienne  architecture 
allemande ,  et  se  rattachant  à  l'ouvrage  de  l'auteur 
ayant  pour  titre  :  Ornanientique  du  moyen  dge,  par 
Carl  Heideleff,  architecte,  et  professeur  royal  de 
Bavière  et  conservateur.  Nuremberg^  i854.  In-4"  de 
i3o  pages,  figures  dans  le  texte. 

Cet  ouvrage  contient  des  renseignements  très-curieux, 
fort  instructifs  sur  l'organisation  des  confréries  des  ou- 
vriers en  maçonnerie,  au  moyen  âge.  Après  la  chute  de 
l'empire  romain,  ce  sont  les  moines  et  principalement 
les  bénédictins  qui  ont  fondé  ces  confréries ,  composées 
d'architectes,  de  tailleurs  de  pierre,  de  maçons  et  de 
charpentiers;  ils  étaient  divisés  en  novices,  compagnons, 
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maitres,  et  soumis  à  des  règlements  hiérarcliiques  ;  les 
frères  se  reconnaissaient  entre  eux  à  certains  signes,  à 
certaines  manières  de  se  serrer  les  mains ,  etc.  ;  les  assem- 
blées se  tenaient  dans  des  édifices  affectés  à  cet  usage  et 
bâtis  tout  près  des  couvents  :  ces  lieux  de  réunion  se 
nomment  Loges  (huttes).  On  y  discutait  les  intérêts  des 
confréries  et  Tony  rédigeait  les  règlements,  statuts  ,  etc., 
obligatoires  pour  tous  les  membres.  11  y  avait  quatre  loges 
principales  pour  toute  l'Allemagne,  savoir  :  Strasbourg, 
Cologne,  Zuricli,  Vienne.  Tout  obéissait  à  ces  loges,  dont 
la  plus  considérée  était  celle  de  Strasbourg^  c'est  à  Alber- 
tus  Argentinus,  fondateur  du  i>/M/z5?er  (cathédrale)  de 
Strasbourg,  qu'on  attribue  d'avoir  fondé  toutes  les  propor- 
tions de  l'architecture  ogivale  sur  les  propriétés  de  l'oc- 
togone régulier  (achtort);  il  y  en  a  qui  croient  que  cet 
Albert  est  le  même  qu'Albert  le  Grand,  et  non  sans  fon- 
dement. Les  frères  voyageaient  et  étaient  appelés  où  il  y 
avait  des  couvents  ou  des  églises  à  construire.  Cela  expli- 
que comment  de  si  vastes,  de  si  nombreuses  constructions 
ont  pu  s'effectuer  au  moyen  âge.  Les  chefs  étaient  des 
prêtres,  les  travailleurs  des  confrères  qui  agissaient  dans 
l'intérêt  de  la  foi,  et  le  peuple  payait,  en  faisant  son 
salut.  C'est  le  même  esprit  religieux ,  la  même  orga- 
nisation qui  a  produit  les  gigantesques  édifices  des 
Egyptiens;  l'enseignement  pratique  et  technique  était 
mystérieux,  et  il  n'était  pas  permis  de  divulguer  les  pré- 
ceptes. 

Dans  cet  ouvrage ,  on  lit  plusieurs  règlements  maçonni 
ques  de  i4o45  i4^9  (Strasbourg) ,  1498  (privilège  impé- 
rial) ,  i563,  et  (pages  34-94)  en  tout,  treize  documents. 

A  la  page  gS ,  on  trouve  un  opuscule  intitulé  Gcomc- 
tria  deutsch,  Géométrie  allemande,  écrit  attribué  à  Jean 
Hosch  \  il  est  de  147^  :  il  est  destiné  aux  tailleurs  de  pierre 
et  leur  apprend  à  mener  des  perpendiculaires,  à  trouver 
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les  centres  des  cercles,  à  construire  des  pentagones,  des 
hexagones  et  des  octogones  réguliers.  Voici  la  construc- 
tion du  pentagone  : 

Soit  ab  le  côté  dans  lequel  il  faut  construire  un  penta- 
gone: du  pointa  comme  centre,  et  d'un  rayon  ah^  on  dé- 
crit un  cercle;  du  point  /)  comme  centre,  et  du  rayon  ha^ 
on  décrit  un  second  cercle  :  les  deux  cercles  se  coupent 
en  e  elf,  menez  ej\  du  point/"comrae  centre,  et  d'un  rayon 
fa^  on  décrit  l'arc  gabh,  coupant  les  deux  cercles  en  g 
et  /z,  et  la  droite^e  en  Â'^  menez  la  droite  gk  qui  coupe  le 
cercle  b  en  i\  la  droite  bi  est  le  second  côté  du  penta- 
gone, etc.  Cette  construction  ne  donne  qu'un  quasi-pen- 
tagone régulier;  on  la  désigne  ordinairement  sous  le  nom 
d'Albert  Durer,  mais  à  tort. 

A  la  page  98,  on  indique  les  moyens  de  tracer  géomé- 
triquement un  casque  et  un  bouclier. 

A  la  page  i  o  i  commence  le  livret  des  tracés  des  planches 
à  mesurer  (gabarits)  par  [das  Reissb'uchlein)  Mathias 
Roritzer,  maître  architecte  de  Ratisbonne  en  i486.  Le 
style  en  vieux  allemand  est  très-difficile-,  on  y  voit  la 
construction  des  voûtes  ogivales  (*).  M.  Heideleff,  partisan 
fervent  de  ce  genre  d'architecture,  montre  que  les  Byzan- 
tins connaissaient  et  employaient  ces  arcs  de  courbe  que 
le  divin  Raphaël  considérait  comme  d'un  goût  barbare. 
Aussi,  nous  ne  pouvions  pas  manquer  d'y  revenir,  ainsi 
qu'aux  extravagances  thaumaturgiques  du  moyen  âge,  et 
que  des  autorités  respectables  traitent  si  sérieusement,  que 
si  cette  tendance  continue,  la  restauration  des  bûchers 
consumant  des  sorciers  ne  me  semble  pas  impossible. 

On  y  voit,  page  1 01,  les  armoiries  de  Guillaume,  prince 
évèque  de  Eichstadt,  issu  de  la  famille  ancienne,  capable 

(*)  Ogive  peut  dériver  de  f^ihhus ,  bosse,  arc  à  la  bosse:  on  écrivait  au- 
givc.  L'épithète  ne  s'appliquait  qu'aux  arcs;  voûte  ogive  est  une  expres- 
sion très-récente,  introduite,  je  crois,  par  Milliu. 
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de  tournois,  des  Reichenau  en  Fiancoivie,  et  qui  a  occupé 
la  chaire  épiscopale  de  1464  à  1496;  homme  très-savant, 
on  le  disait  «  sage  comme  Solon ,  éloquent  comme  Salo- 
raon;  »  bon  architecte  et  directeur  de  plusieurs  construc- 
tions d'édifices.  Il  a  exercé  une  grande  influence  sur  la 
construction  des  Munsters  de  Ralisbonne,  Ulm,  etc.; 
c'est  à  lui  queRoritzer  a  dédié  son  ouvrage. 

Saint-Benezet  (diminutif  de  Benoit)  est  fondateur  de  la 
confrérie  des  Frères-Pontifes,  auxii"=  siècle.  11  a  construit 
le  pont  d'Avignon ,  commencé  en  1 1 84  et  terminé  en  1 1 88, 
quatre  années  après  la  mort  de  Benezet. 

Chez  les  Romains,  les  prêtres  portaient  le  nom  de  poii- 
tificcs  ^  on  ignore  l'origine  précise  de  cette  dénomination, 
qui  semble  se  rapporter  à  la  construction  des  ponts. 

Varron,  dans  les  Origines  de  la  langue  latine,  dit: 
((  Pontijices  [ut  Q.  Scœ^olus poutifex  maximus  dicebat) 
à  posse  etfacere.  Pontijices  ego  a  ponte  arhitror.  Nain 
ah  lis  suhlicius  est  factus  prùnum  et  j'estitulus  sœpe,  quid 
ce  sacra  uls  etcis  Tiberim  non  mediocri ritu  fiant  (lib.IV, 
§83).  »  Uls  est  pour  ultra. 


QUESTIONS. 


287.  Si  Ton  divise  d'une  manière  quelconque  un  po- 
lyèdre homogène  en  tétraèdres,  et  si  l'on  suppose  la  masse 
de  chaque  tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
points  matériels  est  toujours  le  même.       (Bellavitis.) 

288.  Lorsque  plusieurs  surfaces  du  second  ordre 2  sont 
circonscrites  à  une  surface  S  du  même  ordre,  tout  plaji 
cyclique  de  S  coupe  les  surfaces  Z  suivant  des  courbes  dont 
les  focales  passent  toutes  par  les  deux  mêmes  points,  qui 
sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  1  intersection  de  S 
et  du  plan  considéré  est  imaginaire  ou  réelle.     (Gros.  ) 
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289.  Si  clans  un  triangle  recliligne  ABC,  l'on  a  A<^lî, 
i"  si  l'on  mène  aux  côtés  opposés  les  transversales  AD  et 

BE  telles  que  CAD  ^  CBE,alorsAD>BE;  2"siAD  =  BE 

DAB        EBA      ,         , 
''Ï5ÂC=ËBC'^^°''^^=^' 

290.  Touver  le  coefficient  de  x"~'  dans  l'équation  en 
X  de  degré  /z  4-  2,  qui  a  pour  racines  les  «4-  i  coefficients 
binomiauxde  («  +  b)". 

291 .  fu  et  r  étant  des  nombres  entiers  positifs ,  si  l'une 
de  ces  quantités  3'"  -+-  i ,  3"'''''  -h  i ,  est  divisible  par  lo, 
Fautre  est  aussi  divisible  par  lo.    (Senate-House.)  ('*') 

292.  n  étant  un  nombre   positif  entier,   prouver  que 

l'on  a  e"  ">  — ^^ — -. — (Senate-House.  ) 

i .2 .6 . . . .n  ^  ' 


LIEU  DES  SOMMETS  DES  ANGLES  DROITS  CIRCONSCRITS  A 
L'ELLIPSE. 

solution  géométrique  ; 
Par  m.   g.  FORCADE-PRUNET. 


Soient  O  le  centre  de  l'ellipse,  F  et  F'  les  foyers, 
A'  MA  un  angle  droit  circonsciit ,  A  et  A'  étant  les  points 
de  contact;  prolongeons  le  rayon  vecteur  F' A  jusqu'en  N, 
de  manière  qu'on  ait  AN  =  AF,  et  menons  MN. 

MO  étant  une  médiane ,  on  a 

2  MO  -t-  2  OF  =  MF  4-  MF''. 


(*)  Nom  que  porte,  à  l'Universisé  de  Cambridge,  1  édifice  où  l'on  fait 
les  examens  pour  l'obtention  des  grades.  Les  questions  sont  publiées  dans 
un  joiirnal  auquel  nous  ferons  des  emprunts. 


(  '9-'5  ) 
D'après  uu  théorème  de  M.  Ponoelet , 

angle  A'  MF'  =  AMF  —  AMN 
(  Gf'om.  (!e  ]M\I.  Briot  et  Bouquet,  2''  éd.  ,  p.  112), 

de  sorte  que 

anylc  F'  MN  =  A'  RIA  =  90"  ; 
donc 

F'N  =  MF''  +  MN  =  MF'V  m^=z/^a\ 

où  in  est  le  grand  axe;  donc 

2  MO  +  2  OF   =4  a\      MO  =  20^—  {a-  —  c'-)  =  a--i-c\ 

OÙ  c  est  rexcentricité:  ainsi  MO  est  constant,    c.  q.  f.  d. 
Même  démonstration  pour  l'hyperbole;  on  trouve 

MO  =  «^  —  c\ 


SIU  LES  COURBES  PLANES  A  ÉOIATIONS  TRINOMES  ET  LES 
SIRFACES  A  EQIATIONS  TÉTRANOMES; 

D'après  M.   EUZET 

(Au  bureau  du  Génie,  à  Toulon;. 


En  juin  i853,  M.  Euzet  a  publié,  à  Toulon,  une 
feuille  lithographiée,  contenant  plusieurs  beaux  théo- 
rèmes très-généraux,  énoncés  sans  démonstrations,  at- 
tendu, dit  l'auteur,  qu'elles  sont  trop  étendues  pour  un 
opuscule  et  trop  élémentaires.  Nous  allons  indiquer  ces 
théorèmes,  sans  toutefois  conserver  Tordre  adopté  par 
l'auteur,  et  y  ajouter  quelques  démonstrations,  qui  sont, 
en  effet,  très-faciles. 

\nn,deMalbàmat.,   t.   XIII.  (Mai  i854  )  l3 


(  ^94  ) 
l.   Soit 

(■)  fâ"-(f)"=' 

l'ëquaLion  d'une  courbe  à  axes  quelconques;  a,  Z»,  /// ,  ii 
sont  des  nombres  donnes,  entiers  ou  fractionnaires,  po- 
sitifs ou  négatifs. 

Soit  encore  l'équation  d'une  droite 

nt         ma 
DIX        71  y 

t  et  u  sont  des  coordonnées  courantes  -^  x  el y  des  coordon- 
nées d'un  point  situé  sur  la  courbe  (i).  Pour  trouver  l'é- 
quation de  l'enveloppe  de  cette  droite,  on  pose,  comme 
ou  sait,  les  trois  équations 

nP  .rit  -f-  II'  Y  t  =  ninxy, 

m-  a'"  y"  u  —  /r  h"'^  x"'~'  t  =z  nui  (  a'"  y"  —  b"  .r") , 
h"  .v'"  -T-  a"'  1  "  =  fi'"  L". 

C'est  entre  ces  trois  équations  qu'il  faut  éliminer  x  ei  j\ 
les  deux  premières  équations  linéaires  en  u  et  t  donnent 


tt  ~. — T- 1       >     ^= a"-^': 

lub"'  lui'" 

substituant  les  valeurs  de  .r ,  y  en  t  et  //  dans  la  troisième 
équation,  on  oblieîit 


=  I  ; 


(■ 


f'"'    \ 

\    —  n    \ 


c'est  l'équation  de  l'enveloppe,  et  que  l'auteur  désigne 
sous  le  nom  de  première  conjuguée  de  la  courbe  (i) . 


(  îy5  ) 

Celte  équation  a  la  iiièine  forme  que  Téqualion  (i):  en 
y  opérant  de  la  même  manière,  on  obtient  la  deuxième 
conjuguée  de  l'équation  (i),  et  ainsi  de  suite.  Pour  avoir 
la  conjuguée  de  l'ordre  A-,  posons 


^=  1  :;;)';„._.;;.„  /.Y •  •  •  'rr'-r  ':::  ;:>, 


^^.  ^  (  :i \    yw  +  i)  (a^/^+i)         [i  /  -  I )  /,/  +  i] 


(/^^-I)(2«^-I)  ■  ■■  [(/•  —  ,)„  +  ,] 


ou  obtient  pour  équation  de  cette  conjuguée  , 


lorsque  m  =  n  ;  cette  équation  devient 


1  -t-  n/i  /  /■  \  '  "1"  '"''' 

c'est  le  premier  théorème  général  de  IM.  Euzet. 

Dans  la  supposition  de  i7i  =11,  si  par  un  point  de  la 
courbe  donnée  on  mène  des  parallèles  aux  axes,  on  ob- 
tient un  parallélogramme  5  l'enveloppe  de  la  diagonale 
qui  part  des  axes  est  alors  la  première  conjuguée. 

2.   Soit  X],  yi  un  point  pris  sur  la  courbe 

et  /i,  iii  le  point  correspondant  sur  la  première  conju- 
guée; menons  par  ces  deux  points  des  tangentes  aux 
courbes  respectives.  Soient  T  l'aire  formée  par  la  première 
tangente  et  les  axes;  T,  l'aire  formée  par  la  seconde  tan- 


(  '96-  ) 
genlo  et  les  axes.  Ou  a  la  relation 

T.T:-=(!^y. 

3.  Lemme. 

f  -- 

I  x"'~~'  <lx  [a  -\-  bx'^)' 

F- 
vx'"[a-^bx"y  n{u.-\-^j)a        i         ,,    ,  ,      ,- 

/w  V  -H  /?  (  fx  -H  V  j         /«  V  -h  «  (  j!i  -I-  V  )  ^ 

x"'+''-'dx{a  +  hx")' 

•jx'"(a-\-bx")-'  m-ja  l  ,    ,         ,        - 

—  ,V '- — _-  _- . ■ _     I  X"'-'  clx(a+bx")-'  : 

(/wv  +  «|z+«v)t>       [m'j+nn-{-nv)b  J  V  '    ^ 

faisons 


=(-^r 


on  a 

•"'  dx[n  +  bx"y 


y- 

»/o 

=  „,,  +  „  (p,  +  ,)  J       .r'"-'  r/x(«+^^«) 

rp 

I      x'"-^"-'  dx{a  +  bx")' 

m-jfi  rt'  ,  - 

=  —  , r-7    /       .r '"- '  .-/r  ( n  -\-  bx «  )  "■'  • 


{  '97  ) 
4.   Soient 


S 
ou 


=X"''4'-(»T]"="X'"=('- 


X  =z  az. 


--i:^'[-m-^ 


ou 


m 

ni,  = ,       //,  = 

I  +  m 


faisons  L=^  a^z^^  on  a 

I 

J/»  I  <  +  - 

0 


or,  d'après  le  lemme, 

_    a,nii  (i  -h  n) 


n  H-  w. 
Posons 


±^ijX'.,(.-.r.r=.X'..(.-="'0^ 


m,  _n-  m  ,.7w 


d'où 

I 

S,  =  /^(i  +/«)    /      (''"r/('(i   -  i-"')", 

t/O 

el,  d'après  le  lemme, 

I 

n  il  A-  m]  Il       f  '         ,  Il 


(     H>8    ) 

(fonc 

S,  /.»  { I  -i-  m  )  n  m  mn .  i  -+-/«.  i  +  « 

S         («/  +  «  +  mn  '!  «        //    (/;?  +  //  -f-  mn  )  (  ///  -\-  n  -\-  i  mn 

Faisant  ///  =:=  // .  on  a 

S,        I     1  -+-  // 
S         2     2  H-  /t 

et  (le  là 

Si  _    I    f  I  4-  /^)  (  I  -f-  2  »  )  (  I  -I-  3  //  ) (  I  4-  //^  )  _ 

-  n){i-\-'in) [  (  2  -f-  ( 2  /  —  1  )  rt ]  ' 


,* 


S  est  l'aire  de  la  courbe  donnée  comprise  entre  les  axes 
et  S^  Taire  analogue  de  la  courhe  conjuguée  d'ordre  T\. 
C'est  le  deuxième  théorème  général  de  M.  Euzet ,  en  sup- 
posant m=  n  et  que  les  courbes  rencontrent  les  axes. 

Exemples.  —  Faisons  m=in  =  i\  la  ligne  donnée  est 
une  droite-,  la  première  conjuguée  est  une  parabple  ayant 
pour  équation 


i^ 


x\'>-  s,         I 

'a)    ='      ''      S  =3- 


Si   /«  r=  //   r=r  2  , 

on  a  pour  équation  de  la  première  conjuguée 


iS) 


f)'  =  ''    S,-g-«^; 


léqualion  de  la  développée  est 


il  où  1  on  déduit,  pour  l'aire  de  la  développée . 
3 


(^T 


4.  Troisième  théorème  général .  Les  axes  étant  r>_clan- 
gulaireset/;/  =  //,  si  l'on  fait  tourner  autour  de  lun  d'eux, 
comme  charnière  ,  le  plan  qui  renicrme  la  courhe  (i)  ainsi 
que  sa  A""""  conjuguée,  en  nommant  ^  et  \i  les  volumes 
respectifs  engendrés  par  ces  lignes ,  on  li'ouve 

(l+  '?)  (l  -f-  2/?)...(l  +  A«)  (2H-  «)(2-+-  2«)...('2H-  2/-«l 

^*  ~  (3  +  «)(3-i-2«) (3+3/7;)  ^' 

Démonstration.  Au  moyen  des  lemmes,  on  suppose 
171  =  ji  :  les  courbes  engendrent  des  cônes.  Si  n  =2  i .  on  a 

5.  Nous  omettons  le  quatrième  théorème  ,  cas  particu- 
lier du  suivant. 

Cinquième  théorème  général.   Soit 

l'équation  d'une  surface. 
Faisant 

X  —  a     x' ,     y  z::Lb      y  ,      z  =  c        z  , 

la  surface  dérivée  a  pour  équation  ,  otanl  les  accents  , 


\  1 -t- «/■;  \   iH-n'/.'  /,\i-r-""/>" 


iO       i-)        '^[7,]         +1;) 
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et ,  en  représentant  par  \  ,  ,  V, ,  les  volumes  respectifs 
compris  entre  ces  surfaces  et  les  plans  coordonnés ,  et 
posant 

(H-«   ) 'n-2/?  ).  .  .(1+  //^    )  =  P„, 

(i  +  «')(i-4- 2«').  .  .(1+ /■'//)  =  P,/. 

(1  -}-, /')(!+  2  «")...  (j-t-r«")  =  P„«, 

nn'  H-  //'  //'  H-  ii"  n  ■=  Ti , 

(N  +  nn'n")  (N  -hinn'n")  (N  +  3nn'n" ,...[S  -f-  (/■  +  /.'  -+-  /")"«'«"]  =  ]\I , 


V,  _  (  nn'f  («'  //"  )*  {n"  n)'''  P„P„'P„// 

v;  ~  ^i 

L'auteur  nous  a  adressé  la  démonstration  fondée  sur  les 
formules  connues  pour  les  volumes. 

Note.  Lorsque  n  ^  ;i'  =  n",  on  a  les  surfaces  étudiées  par  M.  Lamé  en 
1818,  alors  élève  ingénieur  des  Mines,  dans  l'ouvraje  intiUilé  :  Examen 
lies  difjêrentps  méthodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie. 
Paris,  in-8  de  la/j  pages.  Ouvrage  irès-rarequi  fait  époque,  étant  le  point 
de  départ  des  méthodes  métamorphiques  aujourd'hui  si  en  vogue. 


OIESTION  276-271  (Môbils) 

t.  XII.  p.  250   ; 

Par  m.    FAURE, 

Lieutenant  d'Artillerie. 


Question  270.  Trois  points  A,  lî,  C  étant  liés  de  ma- 
nière à  conserver  toujours  les  mêmes  angles ,  si  trois  forces 
appliquées  en  ces  points  sont  en  équilibre,  il  faut,  outre 
les  conditions  ordinaires,  que  les  trois  points  et  le  point 
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de  rencontre  des  trois  forces  soient  sur  une  même  circon- 
férence. 

Soit  M  le  point  d'intersection  des  foixes  applicpiées  aux 
points  A,  B,  C5  elles  se  feront  équilibre  en  ce  point,  et 
l'une  d'elles  sera  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante des  deux  autres.  Au  lieu  de  supposer  que  le  triangle 
ABC  soit  mobile  ,  on  peut  le  laisser  fixe,  mais  changer  la 
direction  des  forces  ;  supposons-donc  qu'elles  viennent  se 
faire  équilibre  autour  d'un  autre  point  M',  il  faudra  né- 
cessairement que  les  angles  en  M'  soient  égaux  à  ceux 
placés  en  M,  ce  qui  exige  que  les  points  M  et  M'  soient 
sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC.  Réci- 
proquement, quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur 
cette  circonférence,  les  forces  qui  y  seront  appliquées  se 
feront  équilibre ,  les  forces  restant  les  mêmes  en  intensité. 
IN otre démonstration  prouve  aussi  qu'en  considéi'ant  une 
autre  position  A',  B',  C  du  triangle  ABC,  ainsi  que  trois 
forces  A' M",  B'  M",  C  M",  respectivement  égales  et  paral- 
lèles aux  forces  AM,  BM,  CM,  elles  se  feront  équilibre 
autour  du  point  M". 

Question  '211 .  Si  plusieurs  points  sont  mobiles  dans  un 
plan ,  de  manière  que  la  figure  qu'ils  forment  reste  toujours 
semblable  à  elle-même,  et  si  des  forces  qui  agissent  sur 
ces  points  sont  en  équilibre ,  l'équilibre  subsistera  toujours 
pour  les  autres  positions  que  l'on  peut  donner  aux  poiiits, 
pourvu  que  les  forces  conservent  leur  direction  primitive. 

Supposons  Ji  forces  dans  le  système-,  considérons-en 
deux  appliquées  en  A  et  B,  les  n  —  9.  autres  auront  une 
résultan  le  qui  devra  rencontrer  en  C  les  deux  forces  appli- 
quées en  A  et  B.  Au  lieu  de  supposer  nos  points  mobiles, 
on  peut  les  laisser  fixes ,  mais  incliner  toutes  les  forces 
d'une  même  quantité.  11  arrivera  alors  que  la  résultante 
de  nos  71  —  2  forces  (([ui  reste  la  même  pour  la  grandeur) 
sera  aussi  inclinée  du  même  angle  sui  sa  direclioii  primi- 
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livo,  Je  telle  soile  quelle  doit  aller  reucoutrer  les  forces 
appliquées  en  A  et  B  en  un  même  point  situé  sur  la  cir- 
conférence ABC.  Donc  alors  elles  se  feront  équilibre  au- 
tour de  ce  point.  Les  mêmes  conclusions  s'appliquent 
évidemment  à  des  figures  semblables  aux  précédentes. 


QUESTION  278  (Jacobi; 

(t.  XU.  p.  2C0    ; 

Par  m.   FAURE, 

Lieutenant  d'Artillerie. 


Désignons  par  S  la  longueur  de  1  an  quelconcjue  des 

K 


axes  de  nos  suriaces  -,  la  quantité  ~  est  racine  d  une  equa 


tion  de  la  forme 

S^  —  AS^  -^-  BS  —  C  =  G. 

Les  valeurs  des  coefficients  de  cette  équation  se  trouvent 
dans  tous  les  Traités  élémentaires,  il  est  donc  inutile  de 
les  rappeler  ici.  En  cherchant  leurs  valeurs  pour  la  pre- 
mière équation ,  on  trouve  : 

A  =rz  (  ^'  c"  )'  +  (  b"cY  -^[bc'Y  +  [  c'  a"  )'  —    c"  a  )-'  +  [ca'\- 

^[a'by  +  ia'^by-hiab'Y; 
B  ={bc'){b"c)[{ac"){ca')-^{bn"){ab')] 
^^bc')[b'  c")  [{ca'  )[c'  a")~\-{ab'){  a'  b"  ,] 
^{cb")[b'c")[{ac"){c'a")  +  {ba"){a'b")\ 
-H  ( a'  b" )  {c'a")  [[ac")  {ba"  )  -^  [ca')  [ab')] {ab')  {ba")  (ca')  [ac"); 
I        bc'[{ba"){c'a")  ~(ac"){a'b")]Y 
C  =  \-hcb"[{ba"){c'a")  —  {ac"){a'b")]l. 
{  +  b'c"[{ab'  )  (  ne"  )   —  (c«M  (  ba"  )]  ) 

Pour  calculer  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  rela- 


(  2<,3  ) 

livemeul  à  la  seconde  équation ,  il  suUit  de  remarquer  que 
l'on  passe  de  celle-ci  à  la  première ,  en  permutant  les  quan- 
tités rt',  a",  t>,  b",  c,  c'  avec  Z>,  c,  a',  c',  «",  h"  respective- 
ment. Or  il  arrive  que  ,  par  cette  peimuiation  ,  les  valeurs 
de  A,  13,  C  ne  changent  pas 5  donc  nos  deux  surfaces,  qui 
sont  d  ailleurs  évidemment  des  ellipsoïdes ,  ont  les  mêmes 


RELATIO!^  ENTRE  LE  VOLUME  D  l]N  TETRAEDRE  ET  LA  NORME 

DE  SA  SIRFACE; 

D'après  M.  SYLVESTER. 

(  Cambridfje  and  Dublin  niathematical  Journal,  mai  i853.) 


1.  Notation:  «,  b,  c,  d,  sommets  du  tétraèdre; 
rtè,  «c,  ad^  bc,  bd^  cd,  six  arêtes  du  tétraèdre; 
V  =  volume  du  tétraèdre. 

On  supprime  partout  les  facteurs  yiuniénques  ^  ils  n  ont 
aucune  influence  sur  les  raisonnements  qui  suivent  : 

-^  =  {bcdY,      --^z=[acd)\      —=[abdY,      —={abcf-; 
s.  L  L  L 

N    =r  norme  de  F'  -)-  G^  -f-  H"  -f-  K^  =  norme  de  la  surface 
du  tétraèdre. 

'i.       --  F  =  (/'cj'-h  {cdy-\-{dby—  2{bcy  (cd)- 

—  T-icdy  {dby-—2{dbY(bcy; 

-  G  -■=  {acy  H-  [criy  -H  {d^y —  2(rtc)'  [cdy 

—  ^.[cdy  [day —  2.{da')  (ne-)  ; 

~n  =  {aby-h{bdy+  (dny  —  2{nby{bdy 

—  :i{bdy  [day  —  i{day{nby; 

—  \K~{aby+{bcy-\-  [cay—  ■2{aby{/>c/ 

—  2  (  bcy  {ca )'  —  2  (  en  )'  (  ab  )-'. 
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V'^  =  dëierminanl 


o 

ab' 

ne' 

-Illldll  l  . 

.    (ld\      1 

Ixû 

o 

bc'- 

bd\   I 

ca^ 

cb^- 

o 

.  cd^ .   I 

(la' 

.  db^ 

de' 

o  .  t 

I 

,. 

I 

I    .  o 

(  le  facteur  siippiimé  est  —r- 


N  =  2  F'  —  4  2  F^»  G  +  6  2 F^  G'  H-  4  2  F^  GH  —  4o  FGliK. 

2  désigne  une  fonction  symétrique  5  ainsi 

2  F*  =  F'  -f-  G'  +  H«  +  K', 

et  ainsi  des  autres, 

N  renferme  22  termes  positifs  et  i3  négatifs 5  eu  tout, 
35  termes  en  F,  G,....  Les  lettres  F,  G,  H,  K  renfermant 
chacune  6  termes,  ils'ensuitqueNcontient35.6*=4536o 
termes,  fonctions  des  carrés  des  arêtes. 

3.  Lorsque  les  quatre  sommets  sont  dans  un  même 
plan  ,  on  a  évidemment 

\Af  H-  v/G  +  V^H  +  s/K  =  o, 

mais  cette  expression  est  un  facteur  de  N;  donc  N  s'a- 
néantit dans  cette  supposition  et  aussi  V  5  par  conséquent, 
N  renferme,  comme  facteur,  une  puissance  de  V5  mais  N 
est  une  fonction  rationnelle  des  carrés  des  arêtes,  fonc- 
tion du  huitième  degré,  etV"  une  fonction  rationnelle  des 
mêmes  carrés  et  du  troisième  degré  :  on  a  donc 

N  =  V^Q, 

et  Q  est  une  fonction  rationnelle  des  mêmes  carrés  et  du 
cinquième  degré  ;  il  s'agit  de  trouver  Q. 

Lorsque  deux  arêtes  opposées  deviennent  nulles,  Q 
devient  aussi  nul  ;  en  effet ,  supposons 

ob  =  n  ,      rr/  =  o  , 
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alors 

~\i  =  [{ady-{OdYy-, 
-K  =  [{acy-{ùcyy, 

F  ~  G  —  H  -Mv  =  o. 

Ainsi  N  est  inil^  mais  ^  '  n'est  pas  nul,  car  V-  est  alors 
six  fois  le  déterminant. 


G    , 

.     o. 

a  c'. 

ad' 

o 

.    o. 

,  bc\ 

bd' 

ca- 

.  cb' 

.     o 

.    o  . 

da\ 

,  dlP 

.     o 

.     o  . 

I  . 

I 

I   . 

l   . 

déterminant  qui  n'est  pas  nul ,  puisqu'on  a  le  terme 

ad^  .  bc''-  .  rb''  .  i  .  i, 

et  encore  d'autres. 
Effectuant ,  on  trouve 

7.(acK  bd-  —  ad' .  bc')[ad- -{-  bc-  —  ac"-  —  bd')  (*) 

(  Voir  Nouvelles  Annales,  tome  XI ,  page  3oi }. 
Or 

N  =  V^Q; 

il  faut  donc  que,  dans  cette  hypothèse  .  Q  s'annule. 

Ainsi,  a,  |3  ,  y  étant  les  arêtes  parlant  d'un  sommet, 
et  a',  |3',  y' les  arêtes  respectivement  opposées,  chaque 
terme  de  Q  doit  renfermer,  soit  a  ou  a',  soit  |3  ou  /3', 
soit  y  ou  y'. 


(*)  Le  volume  n'étant  pas  nul  ,  il  faut  que  la  distance  des  deux  arêtes 
opposées  ah ,  cd  devienne  infinie. 
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Supposons,  maiiilenaiit . 

ciù  m  o  ,      «r  =  o  ; 
OU  obtient 

V  K  =  /.  6c  , 

v'h  =  /  (7^/"  —  lui'), 

^  G  =  /  [ad'  —  aj)  , 
Y  =  —  Oc'  —  bel''  —  c(i'  -+-  2  l)c\bd-  -{-  2  bcd-.cd''-^  icd^.cd'. 

N  ost  le  produit  de  ces  huit  facteurs  : 

( d=  v^F  —  s/G  +  v^H  +  v/k  )  (±  v'f  4-  v'G  -  V' H  +  yK  ) 
X  (±:  v/f  +  v^G  ^  v/h  +  v/k)  (di  v^F  +  v'G"-^  v/h  —  n'k )• 

Les  quatre  premiers  facteurs  donnent,  toujours  dans  la 
supposition  ah  =  o ,  ac  =  o  , 

[■  F-l- ( 6c^  ^  c^' —  /»r/')'][F-f-[66'— tY/=+  .3r/-)^] 
=  i6.  6c' .  bd-  .cd-. 

Les  quatre  derniers  facteurs  donnent 

[F+(2fl<'/^  — Art''—  cj/--4-6c=j][F-J-(2aa^'  — 6(-/-— cr/— /;c2/] 

^         j-  ad'  —  ad'{bd^  -h  cd^  -^  /;c=)  +  bc\bd-  -f-  bd\cd'  1 

[  -\~cd-.bc-  J 

Dans  cette  même  hypothèse,  \  '  devient 

o    .    o    .    o  .  fld-    ]  , 

0  .    o  .  bc^ .  bd-.i  , 
o  .  cb- .   o  .  cd\  i  , 

da- .  db' .  de"- .    o    .  i  , 

1  .    I     .    I    .1     .  o , 


déteiMiilnaiil  t'gal  à 

2  bc--  [tid''  —  ad',  [bd'  -4-  cd-  —  bc')  -f-  bd\  cd'] 

(Voir  Nouvelles  Jnnalcs ,   t.  XI,  j>.  3o4}. 

Ainsi ,  dans  cette  liypollièse,  Q  =  —  se  réduit  à 

bc- .  bd-.  cd-  i  ,   .  -,  '  , 

le  facteur  supprimé  est  48". 

Ce  sont  tous  les  termes  de  Q  qui  ne  renferment  ni  ah  ni 
«c  j  donc  la  somme  de  tous  les  termes  qui  ne  contiennent 
que  les  carrés  de  quatre  arêtes  est  donnée  par  la  fonction 
symétrique 

r       nd'  —  ad'  [bd-  -{-  cd-.cb'')       "! 
1  bc-.  bd\  cd'  ,        ,   ,  ,  ,  '^  ,       !  -. 

{_+  bc\  bd'  4-  bd''.  cd'  -+-  cd-.  bc'  J 

il  est  évident  qu'on  peut  changer  b  en  c  et  c  en  b  .^  b  en  d 
et  ri  en  Z»,  c  en  d  et  ^  en  c,  de  sorte  que  la  fonction  peut 
s  écrire 

Ê"       t'/b'  -h  <7C*  -t-  rid^ 
1  bc'.  bd'.  cd^  \   —  {ab'-+-  ac'-h  ncP)  {bd'  -{-  de'  -f-  cb') 
\_-r-  bc'.  bd'  -T-  bd'.cd'-h  cd'.  bc' 

bc .,  hd.^  cd  sont  les  trois  côtés  du  triangle  bcd.^  ainsi  il  y 
a  quatre  expressions  de  cette  forme.  Il  reste  à  troiïver  le 
coefficient  numérique  des  six  termes  de  la  forme 

ab'.  ac'.  ad'.bc''.  bd''. 

Soit  /  ce  facteur  numérique;  supposons  les  six  arêtes 
du  tétraèdre  égales  chacune  à  l'unité;  Q  aura  pour  valeur 

4(3  —  9+3)-f-6).  =:—  i2-i-6X; 
les  arêtes  étant  égales,  il  y  aura  quelques  facteurs  de  N 
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égaux  à  zéro:  mais  \  volume  du  télraèJre  n'est  pas  nul  , 
donc  Q  est  nul,  et  l'on  a 

6  a  —  I  2  =r  o,       d'où      ).  =r  2  ; 

ainsi  la  valeur  complète  de  Q  est  (abstraction   faite  du 
facteur  numérique) 


Q  =  2  ah-,  bc"^.  cri- 


—  [da'  -+-  db^  -h  de'')  {ab-  +  bc"-  +  en''  ) 
-r-  «^'.  bc'-+  bc' .  ca^  4-  en'',  ab- 
-f-  2  I  ob''.  bc''.  cd'.  dor.  ac''. 


] 


Le  premier  2  renferme  quatre  expressions  de  cette  forme , 
et  le  second  2  donne  six.  On  peut  n'admettre  qu'un  seul 
signe  2,  et  alors 


Q  ^=  'ï.ab''.  bc"-.  car 


dn'+db''-\-d&-\-da-.db''+ db''.dc 
H-  dc\da'  +  ab"-.  bc''  +  bc:'.ca'' 
-\-eà'  .ab'' 
—  {da''-\-  db''--\-dc')  {ab'-^  bc'  +  f«')_ 


4.  Nous  avons  vu  que  Q  s'annule  lorsque  deux  arêtes 
opposées  ab,  c^  s'évanouissent 5  il  en  est  de  même  lors- 
qu'on a  simultanément 

ub  =  cd,      bc  =  ad, 

car  alors  les  faces  abc  =  ac<i,  bdc  =  bda  :  donc  N  s'é- 
vanouit, mais  V  conserve  une  valeur  finie  5  ainsi  Q  de- 
vient nul  (*). 

5.  Soient  Tj ,  r, ,  /'a ,... ,  /'g  les  rayons  des  huit  sphères 

(")  Q  doit  aussi  devenir  nul  lorsqu'on  a  généralement 
abc  -+-  bdc  =  acd-h  bda. 


Lorsque  abc  ^  acd,  bcd^^bda,  deux   rayons  deviennent  infinis.  (Voir 
Nouvelles  Annales,  t.  VI,  p.  257  ,  Catalan.)  Tm. 
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inscrites  au  tétraèdre;  on  a  évidemment 

n  '\  r,  r,  r,  r,  r,  r,  ^  — ^^  =    -^  ■ 

Donc,  lorsque  Q  est  nul,  l'un  au  moins  des  rayons 
devient  infini,  et  la  sphère  correspondante  devient  un 
plan.  La  propriété  analogue  n'a  pas  lieu  pour  le  triangle. 
Soient/!,  g^  h  les  carrés  des  côtés  du  triangle;  A  Taire 
du  triangle  et  V  la  norme  de  ±  \'J'di  \lg  ±  \lh  ,  P  le 
produit  des  quatre  rayons  des  cercles  inscrits;  on  a 

PV=r{îtA)S      \  =  il^.z=k\      P=i6A'; 

ainsi  P  ne  peut  jamais  devenir  infini,  à  moins  que  A  ne 
soit  infini  ;  alors  il  n'y  a  plus  de  triangle. 

6.  D'après  la  forme  et  la  propriété  de  la  fonction  Q  de 
caractériser,  en  s'annulant,  une  sphère  infinie,  Tillustre 
analyste  conjecture  que  cette  fonction  est  un  détermi- 
nant, et  qu'en  désignant  par  Q'  la  fonction  analogue 
pour  le  tétraèdre  a  h'  c'  d\  le  produit  ^^ -,  et  peut-être 
même  vQQ'  est  une  fonction  des  carrés  des  distances 
des  sommets  des  tétraèdres ,  comme  dans  le  théorème  de 
ÏNI.  Staudt  {^Nouvelles  Annales ,  tome  XI,  page  299). 

En  considérant  les  six  longueurs  ah  ^  ac^  ad  ^  hc ,  hd^ 
cd  comme  des  quantités  quelconques,  la  divisibilité  de  jN 
par  \^  constitue  un  beau  théorème  dans  la  morphologie 
analytique,  qui  doit  à  M.  Sylvestcr  tant  de  richesses, 
tant  de  précieuses  découvertes. 


Ann.   de  }îatlivial.  ,    I.    XIII.      Tiiiti    l85j.)  l  i\ 


N^B 
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SOLITION  DE  LA  QIESTION  255 

(voir  l.  XI,  p.  314)  ;   '^,  (  ^, 

Par  m.   ]\IANNHEIM, 

Lieutenant  d'Artillerie. 


Première  partie.  Supposons  que  trois  des  tangentes 
intérieures  se  coupent  au  même  point  O,  je  dis  que  les 
trois  autres  se  coupent  aussi  en  un  même  point. 

Soit  B  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  AB, 
BC  Du  point  B  je  mène  au  cercle  b  la  tangente  BD;  il 
suffit  de  démontrer  que  cette  droite  est  tangente  au 
cercle  a. 

Le  quadrilatère  OABC  étant  circonscrit  au  cercle  c, 
on  a 

OA  +  AB  =  OC  4-  BC. 

Le  quadrilatère  OABC  étant  circonscrit  au  cet cle  b,  on  a 

OC  -+-  CB  =1  BD  +  OD. 

De  ces  deux  égalités  on  déduit 

OA  +  AB  =  BD  +  OD. 


(  '^"  ) 

Le  quadiilalùre  OABD  est  donc  ciiconscriplible ,  et 
comme  trois  des  côtés  sont  tangents  à  la  même  circonfé- 
rence a^  le  quatrième  côté  BD  doit  aussi  être  tangent  à 
cette  même  circonférence.  c.   q.  f.   d. 

Remarque.  On  peut  considérer  les  points  O,  B  comme 
foyers  d  une  ellipse  qui  passerait  par  les  points  D,  C,  A. 
Cette  conique  est  tangente  en  ces  points  aux  lignes  des 
centres  des  trois  cercles  donnés. 

La  deuxième  et  la  troisième  partie  de  la  question  se  dé- 
montrent de  même. 


CONDITION  DtOlILîBRE  DU  DOIBLE  CONE  SUR  DEUX  DROITES 
CONCOIRANTES  ET  ÉGALEMENT  INCLINÉES  SIR  LE  PLAN 
HORIZONTAL, 

Pau  m.   Henri  FLEURY. 


On  sait  qu'abstraction  faite  du  frottement ,  un  corps, 
soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  ne  saurait  être 
en  équilibre  ni  remonter  sur  un  plan  incliné  5  cependant 
on  voit,  dans  quelques  cabinets  de  physique,  deux  appa- 
reils présentant  des  phénomènes  qui  semblent  contredire 
ce  principe.  Le  premier  est  un  cylindre  de  bois  (jui ,  en 
roulant  sur  sa  surface  convexe,  remonte  un  plan  incliné  : 
le  cylindre  renferme  une  masse  de  plomb  située  près  de 
cette  surface.  On  comprend  que  le  mouvement  ascendant 
du  corps  sur  le  plan  est  dû  à  la  position  du  centre  de  gra- 
vité et  au  frottement. 

Le  second  appareil  est  un  double  cône  qui  roule  en  re- 
montant sur  deux  droites  concourantes  et  également  in- 
clinées sur  le  plan  horizontal.  Le  double  cône  remonte  sur 
ces  droites  en  ce  sens  que  les  points  où  il  s'appuie  sur  elles , 

i4. 
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S  élèvent  peiulanl  \c  mouvcmenl  :  clans  le  fait,  le  corps 
descend  eus  engageant  entre  ces  deux  droites,  qui  servent 
à  en  diriger  le  mouvement,  et  auxquelles  je  donnerai, 
povir  cela,  le  nom  de  directrices. 

Mais  pour  que  le  double  cône  présente  ce  phénomène 
paradoxal ,  il  faut  que  l'angle  des  directrices  et  leur  incli- 
naison sur  le  plan  horizontal  soient  pris  de  grandeur  con- 
venable-, car  si,  sans  faire  varier  l'angle  de  ces  droites, 
on  augmente  suffisamment  leur  inclinaison  sur  le  plan 
horizontal,  on  verra  le  corps  se  mouvoir  en  sens  contraire. 
Or,  le  mouvement  pouvant  avoir  lieu  dans  l'un  ou  l'autre 
sens,  suivant  la  grandeur  de  cette  inclinaison,  on  com- 
prend que  pour  une  certaine  valeur  intermédiaire,  le  corps 
restera  en  équilibre  sur  les  deux  directrices,  et  la  ques- 
tion que  je  me  propose  ici  consiste  à  trouver  l'expression 
analytique  de  la  condition  de  cet  équilibre  entre  les  varia- 
bles dont  il  dépend. 

11  faut  bien  remarquer  que  le  frottement  n'entre  pour 
rien  dans  l'équilibre  dont  nous  nous  occupons  contrai- 
rement à  ce  qui  a  lieu  povir  tout  équilibre  d'un  corps 
pesant  sur  un  plan  incliné  5  ainsi,  quoique  les  deux  di- 
rectrices déterminent  un  plan  incliné,  le  corps  ne  saurait 
être  considéré  comme  posé  sur  ce  plan,  mais  bien  sur  les 
deux  plans  tangents  au  cône  conduits  suivant  ces  droites. 
Le  cas  d'équilibre  répoudrait  à  celui  où  l'intersection  de 
ces  plans  serait  horizontale,  et  cette  condition  exprimée 
analyliquement  donnerait  la  formule  cherchée.  Mais  on 
peut  arriver  au  même  résultat  de  bien  des  mauièies  dillé- 
rcnles,  et  je  m'arrêterai  aux  deux  suivantes  : 

1''.  D'abord  je  dis  cpi'il  est  nécessaire  et  suffisant  pour 
l'équilibre,  que  la  verticale  menée  parle  centre  de  gravité 
i\\\  (orps,  supposé  homogène  et  placé  symétriquement  par 
rapport  aux  deux  directrices,  rencontre  la  droite  qui  joint 
les   points   de   contact.  Cette   condition   est  nécessaire, 
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puisque  si  la  force  qui  rcpréseulc  le  poids  du  corps  no 
rencontrait  pas  cette  droite,  elle  ne  pourrait  pas  s'y  dé- 
truire entièremerit -,  car  deux  points  fixes,  susceptibles 
d'une  résistance  indéfinie  en  tout  sens ,  ne  pouvant  dé- 
truire une  force  qu'autant  que  celle-ci  est  dans  un  même 
plan  avec  eux,  à  plus  forte  raison  en  est-il  ainsi  de  nos 
points  de  contact,  dont  chacun  ne  peut  opposer  qu'une 
résistance  normale  à  la  directrice  correspondante.  En  se- 
cond lieu  ,  cette  condition  est  suffisante ,  puisqu'on  re- 
connaît à  priori  qu'il  y  a  toujours  un  cas  d'équilibre  pos- 
sible, et  que  cet  équilibre  ne  saurait  exister  quand  la 
rencontre  n'a  pas  lieu. 


Je  prendrai  pour  axe  des  z  l'axe  même  du  cône,  pour 
axe  des  y  le  diamètre  vertical  de  sa  base ,  et  pour  axe  des  x 
le  diamètre  horizon lal  de  cette  même  base.  Je  rcpréscn- 
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lerai  par  m  1  angle  que  l'ait  l'axe  du  cône  avec  sa  généra- 
trice, par  a  1  inclinaison  du  plan  des  directrices  AB,  AC 
sur  le  plan  horizontal,  et  par  6  la  moitié  de  l'angle  des 
plans  verticaux  menés  suivant  ces  droites. 

Cela  posé,  soient  P  [fig.  i)  un  point  quelconque  de  la 
surface  du  cône,  et  F  sa  projection  sur  Taxe  des  z.  La 
génératrice  SP  faisant  avec  cet  axe  un  angle  que  nous 
avons  désigné  par  m  ,  on  a 

FP  =  SF  tany  m  ,       ou       FP  =  (h  —  z)  tang  m  , 

en  appelant  h  la  hauteur  du  cône^  mais  on  a  aussi 

Fp'  =  x^4-.,r% 
doue 

X-  -h  y-  =  [h  —  z)-  tang- m . 

Cette  relation  ayant  lieu  pour  un  point  quelconque  de 
la  surface  du  cône,  est  l'équation  même  de  cette  surface. 

Pour  avoir  l'équation  dvi  plan  vertical  ACH,  M  un  de 
ses  points,  M' la  projection  de  ce  point  sur  la  base  du  cône , 
et  M'K  perpendiculaire  à  l'intersection  AD  des  deux 
plans  verticaux.  L'angle  MKM'  sera  celui  que  nous  avons 
désigné  par  o  ,  et  l'on  aura 

MiM'=  M'K.tangê; 
mais  on  a  aussi 

MI\l'  =  z,       M'K=/  +  x, 

en  représentant  par  /  la  distance  du  centre  à  la  verti- 
cale AD.  donc 

z  =  {l  -{-  x)  tang 6. 

Telle  est  l'équation  du  plan  AH. 

Si  l'on  y  joint  celle  du  cône ,  elles  représenteront  sinml- 
lanément  leur  commune  intersection. 
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L'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  donne  l'é- 
quation de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  de  la 
base;  on  trouve  ainsi 

(i)     j:^+  r'=  tany^«[/i'  +  tang' g  (  / -4- x  )' —  2 /i  tang6(/ +  .r) 

Si  l'on  y  fait  x  =.  o,  on  obtiendra  pour  y  l'ordonnée  du 
point  où  l'ellipse  que  représente  cette  équation  est  ren- 
contrée par  la  verticale  menée  du  centre  du  corps.  Cette 
valeur  de  j^  est 

lang/rt  (/  tangg  —  h). 
La  tangente  menée  à  cette  ellipse  par  le  point 

[x  z=  o,   j  =  tang  ///  ( l  tang  6  —  h)] 

fait  précisément  avec  l'axe  des  x,  ou  avec  le  plan  hori- 
zontal ,  l'angle  que  nous  avons  désigné  par  a  \  et  l'on  sait 
qu'on  obtient  la  tangente  trigonométriqvie  de  l'angle 
que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x,  en  prenant  la  dé- 
rivée de  y  par  rapport  à  x  dans  l'équation  de  la  courbe , 
et  substituant  aux  coordonnées  courantes  celles  du  point 
de  contact.  Or  l'^îquation  (i)  donne 

dy       lang^  m  tang  6  (/tang  6  -h  or  tang  6  —  h) —  x 
dx  Y 

qui  devient 

dy        tang- m  tang 6 ( / tang ê  —  fi) 
dx  tang  m  (  /  tang  6  —  h) 

ou 


quand  on  y  fait 


X  =z  o 


dy  „ 

— -  =  tang/«  tang  5, 
dx 


et      y  r=  tang  m  (  /  tang  6  —  /*  )  ; 


(    2l6    ) 

ou  a  donc 

tang  a  =r-  tang  m  tang  o. 

Telle  est  la  relation  très-simple  qui  exprime  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  entre  les  trois  angles  /n,  a.  et  6, 
pour  l'équilibre  du  doiible  cône  sur  deux  droites  qui  se 
rencontrent  et  qui  font  un  même  angle  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

F'g.    2. 


Au  lieu  de  6,  on  pourrait  donner  le  demi -angle  b  des 
deux  directrices  ,  et  au  lieu  de  a,  Tangle  a  que  fait  cha- 
cune d'elles  avec  le  plan  horizontal. 

Pour  découvrir  ce  que  devient  alors  la- relation  trouvée 
plus  haut,  soient  A\  {fig-  2)  linlerscction  du  plan  des 
deux  directrices  avec  le  plan  horizontal  mené  par  leur 
point  de  rencontre;  AR  l'intersection  de  ce  plan  hori- 
zontal avec  le  plan  vertical  conduit  suivant  la  direc- 
trice AC  ;  AS  l'intersection  du  même  plan  horizontal  avec 
le  plan  vertical  mené  par  la  bissectrice  AT  de  l'angle  des 
deux  directrices.  Joignons  ensuite ,  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  lés  points  où  ces  droites  percent  la  surface  d'une 
sphère  décrite  du  point  A;  on  aura 

CVR  =  a,     CR  =  r/,      RS  =  Ç,     CT=zb, 

RV  :^  -  —  Ç  =  S',      CV  =  -  —  ^  =  //. 
2  2 


(  2'7  ) 
Mainlenanl  le  Iriaiigle  splicriqiic  CRV ,  reclaiiglc  eu  R  , 


(ioniie 


tatii^  a  tant:  a 

lang  a  =  -r^     ou    taog  a  =  ^ 

sin  5  -            ces  C 

cos  Z>'  sin  i 

cos  S  = ou        sin  o  ::= : 

ces  a  cos  a 

.     ,,       sin  <7  sin  « 

sin  w   =  — : ou      cos  u  =  — 


De  ces  trois  équations  et  de  tang  a  =  tang  m  tang  o  ,  on 
déduit 

tang  a       fang(7       sin^         sin  2 
tanu  "5        sin  6         sin/*       lanti  6 


Si  Tangle  m  a  une  valeur  supérieure  à  celle  qui  1 


lui 


est  assignée  par  cette  formule ,  le  double  cône  remontera 
sur  les  deux  directrices  en  s'éloignant  de  leur  point  de 
rencontre  ;  dans  le  cas  contraire ,  il  roulera  en  sens  opposé. 
On  peut  d'ailleurs  prouver  que  la  relation 


tang  n 
tang  m  =  — r^-^ 


que  nous  venons  d'établir,  se  rapporte  bien  au  cas  d'équi- 
libre. En  elTet,  si  l'on  cherclie  la  distance  de  l'axe  du 
cône  au  plan  horizontal  conduit  parle  point  de  rencontre 
des  deux  directrices,  on  voit  que,  dans  ce  cas,  elle  est 
égale  à  la  verticale  IN  {Jîg.  i)  menée  par  le  point  de 
contact  J,  entre  cet  axe  et  l'horizontale  AÏN.  Or, 

IN  =:  IJ  4-  JN  =  SI  tang  m  4-  AN .  tang*-;  ; 

d'autre  part,  on  a 

01  =  //  —  SI     et     01  =  AN  .  sin  Ç  , 
d'où 

A  —  SI  =  AN  sin  ^. 


(  ^'8  ) 
Reportant  la  valeur  de  SI  tirée  de  celte  dernière  équation 
dans 

L\  =  SI  tang  m  -f-  AN  tang  a  , 

on  obtient 

IN  =  h  tang  m  -f-  AN  (  tang  a  —  sin  o  tang  m  ) , 

relation  qui ,  à  cause  de 

tang  a 
tang/w  =     ■  %    ; 
sin  6 

se  réduit  à 

IN  =:  h  tang  m. 

La  valeur  de  IN  est  donc  constante.  Ainsi ,  toutes  les  fois 
que  notre  formule  sera  vérifiée,  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  double  cône  au  plan  horizontal  restera  la  même 
quelque  part  qu'on  le  place  sur  les  directrices.  Il  ne  pourra 
donc  tendre  à  se  mouvoir  d'un  côté  plutôt  que  du  côté 
opposé 

2°.  Pour  donner  une  seconde  solution  de  la  même 
question,  je  démontrerai  d'abord  que,  pour  l'équilibre, 
il  est  suffisant  et  nécessaire  que  le  plan  qui  passe  par  le 
centre  et  les  deux  points  de  contact  soit  vertical.  En  effet , 
ce  plan  étant  vertical ,  la  force  p ,  que  je  suppose  repré- 
senter le  poids  du  corps ,  y  sera  comprise.  Si  par  les  points 
de  contact  nous  menons  dans  ce  plan  des  perpendicu- 
laires aux  génératrices  correspondantes ,  elles  seront  aussi 
normales  aux  plans  tangents  conduits  suivant  les  direc- 
trices, et,  par  conséquent,  aux  directrices  elles-mêmes, 
et,  de  plus  ,  elles  se  rencontreront  en  un  point  de  la  di- 
rection de  la  force  p.  Cette  force  pourra  donc  se  décom- 
poser en  deux  autres,  dirigées  suivant  ces  normales  et 
détruites  par  les  points  de  contact.  Il  est  donc  établi  que, 
pour  l'équilibre,  il  suffit  que  le  plan  mené  parle  centre 


(     219    ) 

du  corps  et  les  deux  points  où  il  s'appuie  sur  les  direc  • 
triées,  soit  vertical.  J'ajoute  que  celte  condition  est  né- 
cessaire; car  si  ce  plan,  au  lieu  d'être  vertical,  faisait 
un  certain  angle  i  avec  la  direction  de  la  force  p ,  cette 
force  pourrait  se  décomposer  en  deux  autres,  l'une 
normale  au  plan  et  l'autre  située  dans  ce  plan  :  celle-ci 
pourrait  être  remplacée  par  deux  forces  qui  iraient  se 
détruire  aux  points  de  contact,  comme  il  vient  d'être 
expliqué  plus  haut;  l'autre  ,  dont  la  valeur  serait  p  sin  /, 
donnerait  lieu  à  un  couple  qui  ferait  tourner  le  corps  et 
aurait  pour  moment  p  i^h  —  s)  sin  /  lang  m,  le  z  se  rap- 
portant ici  au  point  où  la  directrice  touche  le  cône. 

Reprenons  donc  le  cas  où  le  plan  est  vertical  :  la  direc- 
trice AC  et  la  composante  correspondante  de  la  force  p 
étant  perpendiculaires  entre  elles,  si  l'on  multiplie  l'un 
par  l'autre  les  cosinus  que  leurs  directions  font  avec  cha- 
cun des  axes  des  coordonnées ,  on  obtiendra  trois  produits 
dont  la  somme  devra  être  nulle;  mais  on  voit  tout  d'a- 
bord que  le  produit  relatif  à  l'axe  des  a:  sera  nul  lui-même, 
puisque  la  direction  de  la  composante  est  perpendiculaire 
à  cet  axe.  Les  cosinus  des  angles  que  la  directrice  AC  fait 
avec  les  deux  autres  axes  ont  pour  valeurs  —  sin  a  et  sin  b  ; 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  composante  de  la  force  sont 
cos  m  et  sin  m\  donc 

sin  b  sin  m  —  sin  a  cos  m  =  o  , 

d'où 

sin  n 
^  sm  b 

C'est  la  relation  que  nous  avions  déjà  trouvée,  par  une 
autre  voie,  entre  les  trois  angles  vi,  a  et  b. 
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LETTRE  DE  NEWTON  A  HICIIARD  BENTLEY, 

Sur  les  ouvrages  à  lire  ponr  comprendre  les  Principia. 


Le  célèbre  philologue  Richard  Bentley,  espi'it  vigou- 
reux, voulut  être  en  état  de  lire  les  Principia ,  et  con- 
sulta à  cet  eflet  l'illusti^e  auteur,  son  ami  et  son  collègue. 
C'était  en  1691,  quatre  années  après  la  première  édi- 
tion (*).  Bentley  avait  trente  ans,  et  Newton  quarante- 
neuf  ans.  La  lettre,  écrite  en  anglais,  existe  dans  les  ar- 
chives du  collège  de  la  Trinité.  «  Après  les  Eléments 
»  d'Euclide,  il  faut  apprendre  les  éléments  des  sections 
»  coniques.  A  cet  effet,  vous  lirez,  soit  la  première  par- 
»  lie  des  Elemeiita  curvarum  de  Jean  de  A\  ilt  (**)  .  ou 
»  le  Traité  récent  des  sections  coniques  de  delaHire, 
»   ou  l'Epitome  d'Apollonius  du  D*^  Barrow. 

»  Pour  l'algèbre,  lisez  d'abord  l'introduction  de  Bar- 
))  tholin  ,  et  ensuite  parcourez  les  problèmes  répandus  çà 
»  et  là  dans  les  commentaires  de  la  Géométrie  de  Dcs- 
»   cartes  et  autres  écrits  algébriques  de  François  Schooten  ; 


(*)  La  première  édition  a  paru  vers  le  milieu  de  l'été  de  1G87.  Deux 
années  après,  le  i5  janvier  1689  ,  Newton  fut  élu  un  des  représentants  de 
l'Université  de  Canibridjje ,  au  parlement  dit  Convention.  A  l'occasion  de 
cette  édition  ,  Laplace  dit  :  «  Les  principes  du  système  social  furent  posés 
»  l'année  suivante ,  et  Newton  concourut  à  leur  établissement.  «  (Système  du 
Monde ,  page  Z'i ,  1824.  )  On  voit  que  ce  n'est  pas  l'année  suivante.  Ce  par- 
lement, prorogé  le  27  Janvier  1690,  fut  dissous  le  G  février  suivant.  Newton 
fut  réélu  le  26  novembre  1701  au  parlement  dissous  le  2  juillet  1702; 
mais  il  échoua  dans  les  élections  du  17  mai  1705.  La  phrase  de  Laplace. 
supprimée  dans  les  éditions  faites  sous  le  premier  Empire,  et  a  été  mise 
au  bas  de  la  page  .'129  du  tome  VI  de  l'édition  nationale  de  1846. 

(**)  Le  célèbre  pensionnaire.  (Voir  Cuasles,  Aperçu  historique ,  p.  100. 
Elcmenta  linearum  curvarum.  Lcydc  ,  i65o.)  Ce  grand  et  honnête  homme 
'ut  massacré  par  la  populace  ,  partout  d'une  stupidité  féroce. 
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»  jc  ne  pense  pas  que  vous  devrez  lire  en  entier  tout  ces 
»  conimciitaires,  mais  seulement  les  solutions  des  pro- 
))  blêmes  que  vous  reucouti^erez  par  ci  par  là.  Vous  pou- 
»  vez  trouver  reliés  ensemble  les  Elenicnta  cuivarum  de 
>)  de  A\ilt,  Tintroduction  deBartholin  et  les  commeï)- 
»   taires  de  Schooten. 

«  Pour  l'astronomie,  lisez  d'abord  la  courte  exposi- 
M  lion  du  système  copernicien  à  la  fin  de  l'Astronomie  de 
»  Gassendi ,  et  alors  ,  en  plus  FAslrouomie  de  Mercator, 
»  pour  ce  qui  concerne  le  même  système,  et,  dans  l'Ap- 
»  pendice,  les  nouvelles  découvertes  faites  dans  les  cieux 
»   par  le  télescope. 

»  Ceci  suffit  pour  comprendre  mon  livre 5  mais  si  vous 
»   pouvez   vous   procurer   le  Horologiuni    oscillatoriinn 
M  d'Huyghens,  la   lecture    de  cet    ouvrage  vous  rendra 
.  »  beaucoup  mieux  préparé. 

»  A  une  première  lecture  de  mon  livre  ,  c'est  assez  si 
»  vous  comprenez  les  propositions  avec  quelques-unes  des 
»  démonstrations  plus  faciles  que  le  reste.  Lorsque  vous 
»  comprendrez  les  plus  aisées ,  elles  vous  donneront  accès 
»  aux  plus  difficiles.  Lorsque  vous  aurez  lu  les  soixante 
»  premières  pages,  passez  au  IIP  livre,  et  quand  vous 
»  connaîtrez  le  plan  de  ce  livre,  vous  pourrez  revenir  en 
))  arrière  sur  les  propositions  que  vous  désirez  connaître, 
»  ou  môme  lire  le  tout  en  ordre  si  vous  le  jugez  conve- 
î)  nable.  »  [Correspoiidence  of  sir  Isanc  Newton  and 
professor  Cotes,  hy  Edlestone.  London,  i85o.) 

Noie.  Il  est  très  h  désirer  qu'on  ait  une  traduction  de  la  vie  de  Newton 
publiée  par  M.  Rrcwater.  Un  géomètre  distingué  a  demande  à  l'auteur 
l'autorisation  aujourd'hui  nécessaire.  Il  n'a  pas  daigné  répondre.  Dans 
une  collection  intitulée  Bibliothèque  pour  les  deux  scres ,  on  a  publié  une 
traduction  abrégée  de  cet  ouvrage,  où  les  découvertes  de  Newton  sont 
supprimées.  Une  telle  traduction  rappelle  le  iradntiore  iradilorc  des  Ita- 
liens. C'est  peut-être  le  souvenir  de  cette  trahison  qui  fait  que  l'illustre 
physicien  ne  veut  plus  entendre  parler  de  traducteurs ,  et  qui  explique 
un  silence  qui  ne  semble  pas  s'accorder  avec  la  politesse  d'un  f;entlcman. 


(  ll'l  ) 

Suv  les  rayons  solaires  obscurs. 

Dans  la  correspondance  de  Newton  et  de  Cotes,  si  sa- 
vamment publiée  par  M.  Edlestone  (*),  on  lit  h  la 
page  262  une  lettre  de  Newton  qui  semble  se  rattacher  à 
la  théorie  moderne  des  interférences  et  des  rayons  pure- 
ment calorifiques,  etc.  Un  certain  D*"  Joshua  Maddock 
avait  envoyé  des  spécimens  d'une  nouvelle  branche  d'op- 
tique roulant  surla  considération  des  propriétés  des  rayons 
obscurs  (dark  rays).  La  réponse  suivante  de  Newton 
montre  qu'il  attachait  une  grande  importance  à  ces  con- 
sidérations : 

Vir  dignissùne,  speciniina  illa  optica,  quœ  pro  hunia- 
nitate  tua  ad  me  misisti,  tantam  in  his  rébus  peritiam 
ostendant ,  ut  non  possuni  quia  doleam  incertudinem 
principiorum  quibus  omnia  inniluntur.  Etenim  quœri 
potest^  an  sint  in  rerwn  natura  radii  tenebrosi ,  et,  si 
siîit,  an  radii  illi,  secundum  aliam  legem  refringi  dc- 
beant,  quam  radii  lucis.  Dejectu  experientiœ ,  nescio 
prorsus  quid  de  his  principiis  sentiendum  sit .  Neque  hinc 
dijjicultati  tollendœ  quam  iuteipse  indigistati facile  ad- 
fuerit  Tiberius  {'^*  )•  Atpositis  ejusmodiradiis,  unacum 
lege  refrac tionis  quam  tu  assumis ,  cœtera  rectè  se  ha- 
bent;  Jieque  propositiones  tantum  utiles  suiit  ac  denion- 
strationes  artificiosœ,  sed,  et  qucdmajus  est,  omnia  nova 
proponis ,  quœ  opticam,  altéra  suiparte ,  auctura  sunt, 

(*)  Correspondence  of  sir  Isaac  Newlon  and  professât-  Cotes,  etc.,  bj  J.  Ed- 
lestonefellow o/Trinily  collège  Cambridge.  London,  i85o.  ln-8  de  3i6  pages. 

On  lit  une  analyse  très-impartiale,  Irès-instructive  de  cet  ouvrage  dans 
le  Journal  des  Savants  (i852).  Étant  écrite  avec  une  grande  lucidité  et  pu- 
reté de  langage,  il  est  inutile  d'ajouter  qu'elle  sort  de  la  plume  de  l'il- 
lustre doyen  de  l'Académie  des  Sciences. 

(**)  Suétone  dit  que  Tibère  avait  la  faculté  de  voir  clair  dans  les  ténè- 
bres, à  petite  distance. 
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SI  modo  defectus  experientiœ  in  stabdiendis  principiis 
aliquo  deinwn  modo  suppleri  possit.  Intérim,  qiiod  me 
meditationum  tuarutn  perquam  subtiliumparticipemjien 

dignatus  sis ,   gradas   ago.    Valh.    (  Trin.  Coll.  Cant., 

«3  \ 
feb.  7 ,  167   —  ) 
9  / 
Ce  defectus  experientiœ  n'existe  plus,  et,  dès  1679, 

Newton  a  prévu  les  progrès  actuels  de  cette  nouvelle 
brandie  d'optique.  Il  serait  du  plus  baut  intérêt  de  re- 
trouver la  lettre  du  D"^  Maddock.  Une  personne  de  ce  nom 
a  pris  un  degré  universitaire  au  collège  de  Jésus  en  1661. 


BIOGRAPHIE. 


BACHELIER  (  Charles-Louis-Étienne  ), 
Imprimeur-Libraire  à  Paris. 

Pour  amener  asymptotiquement  l'homme  à  la  perfec- 
tion que  jamais  il  n'atteindra  complètement  ici-bas,  Dieu 
a  déposé  dans  le  cœur  un  irrésistible  aiguillon  :  le  désir 
de  vivre  avec  estime  dans  le  souvenir  des  générations  à 
venir.  Là  est  le  secret  d'immenses  travaux ,  de  pénibles 
sacrifices,  et,  quelquefois,  de  sublimes  abnégations.  Au- 
trefois les  traditions ,  les  monuments ,  les  inscriptions , 
les  médailles  ,  les  manuscrits  étaient  les  seuls  moyens  de 
satisfaire  ce  désir.  Mais  les  traditions  s'altèrent,  s'affai- 
blissent, s'oublient;  les  inscriptions  s'effacent;  les  mé- 
dailles se  rouillent,  les  manuscrits  n'échappent  pas  à 
la  dent  corrosive  du  temps,  et  tous  sont  circonscrits  dans 
des  espaces  assez  resti'eints.  L'Imprimerie  seule  ne  connaît 
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de  limites  ni  dans  la  durée  ni  dans  1  espace;  brave  les 
injures  du  temps,  et  prend  pour  horizon  celui  du  monde. 
Depuis  la  découverte  de  Guttemberg,  qui  a  fait  de  nou- 
veau planer  Tesprit  divin  sur  la  face  des  choses,  depuis 
quatre  siècles  l'esprit  humain  a  fait  plus  de  progrès  que 
dans  les  cinquante  siècles  plus  ou  moins  historiques  qui 
les  ont  précédés  {*).  Aussi  la  reconnaissance  n'a  pas  fait 
défaut  à  ces  hommes  généreux  qui  ont  sacrifié  des  jour- 
nées et  des  veilles  à  nous  trausniettre  les  produits  du 
génie  avec  pureté,  correction,  et  portant  le  cachet  d'une 
sévèreei  régulière  beauté.  Tels  étaient  les  Henri  Estienne, 
les  Elzevirs,  les  Vascosan,  les  Cramoisi,  les  Aides,  les 
Juntes,  les  Bodoni,  les  Didot,  etc.,  noms  environnés  de 
respect  et  de  considération.  Tel  était  le  fondateur  de 
l'imprimerie  mathématique,  l'homme  dont  nous  allons 
esquisser  la  vie. 

Charles-Lolis-Etieake  bachelier  est  né,  en  1 77-, 
d'une  famille  honnête,  d'une  condition  modeste,  dans 
la  petite  ville  de  Chablis  (Yonne),  de  l'ancien  Auxerrois. 
La  jeunesse  du  jeune  Bourguignon  ne  présente  de  re- 
marquable qu'un  penchant,  très-prononcé  et  toujours 
croissant,  pour  les  beaux  livres,  les  belles  impressions. 
Appelé  sous  les  armes  à  l'âge  requis  par  la  loi ,  il  fut 
incorporé  dans  le  8""^  régiment  de  dragons,  mais  il  ne 
resta  qu'une  année  au  service,  pour  cause  de  myopie.  Le 
congé  porte  qu'il  servit  avec  honneur  et  probité. 

Rentré  dans  la  vie  civile ,  entraîné  par  sa  passion  do- 
minante ,  il  embrassa  avec  ardeur  la  carrière  de  la  librai- 
rie-,  se  rendit,  vers  1800,  à  Paris,  et  entra  dans  la  li- 


'*)  L'état  stationnnirc  des  races  asiatiques  tient  à  l'absence  de  l'impri- 
merie. Les  Israélites  lisent  encore,  dans  le  temple,  le  Penlateuque  dans 
des  manuscrits.  Quant  aux  Chinois,  l'absence  d'une  écriture  alpliabétique 
occasionne  une  porto  considcrablo  do  temps  stérilement  employé  à  une 
étude  f\c  formes. 
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braiiie  militaire  de  Magimeî  (*) ,  qui  a  conlinué  avec  tant 
de  succès ,  et  pendant  si  longtemps ,  l'ancienne  maison  de 
Jombert.  Généreux  et  intelligent,  Magimel,  appréciant 
bientôt  les  qualités  de  son  apprenti ,  devint  son  ami  et  son 
protecteur.  11  1  aida  d  abord  à  établir  une  petite  librai- 
rie, et  ensuite  lui  facilita  les  moyens  d'épouser,  en  i8o4, 
la  fille  de  Courcier,  éditeur  de  tant  de  chefs-d'œuvre 
mathématiques  et  fondateur  d'une  maison  connue  de  tous 
les  géomètres.  De  i8o4  à  1821  ,  Bachelier  ne  fut  qu'un 
libraire  ordinaire,  dans  le  sens  commercial  du  mot. 
Ce  n'est  qu'à  partir  de  1821  ,  époque  où  il  succéda  à  sa 
belle-mère,  madame  veuve  Courcier,  qu'on  voit  se  dé- 
velopper chez  lui  cette  activité  passionnée,  reproductrice 
de  grandes  œuvres.  Il  ne  recule  devant  aucun  sacrifice 
pour  propager  les  ouvrages  de  Lagrange  ,  Laplace,  Monge, 
Lacroix,  Delambi^e,  Poisson,  etc. ,  ces  illustrations  du 
temps  passé,  et  aussi  les  travaux  des  savants  contem- 
porains ,  et  pour  éditer  des  vastes  collections  techniques, 
telles  que  Christian,  Borgnis,  etc.  A  vaut  acquis,  en  1882, 
l'ancienne  imprimeriede  Courcier  (  **) ,  il  introduisit  dans 
cette  nouvelle  profession  un  esprit  de  progrès  et  de  per- 
fectionnement dont  nous  devons  donner  une  idée. 

A  part  le  génie,  à  part  le  style ,  d'une  pureté ,  d'une  lim- 
pidité si  inimitables,  Lagrange  a  introduit  dans  les  sciences 
mathématiques  ce  qu'on  peut  appeler  le  bon  goût.  Il 
s  appliqua  à  économiser  les  symboles  ,  à  induire  au  plus 
petit  nombre  les  équations,  les  formules,  à  rendre  les 
unes  et  les  autres  courtes,  expressives,  parlantes,  mné- 
moniques. Tout  cela  s'adresse  à  1  intelligence,  la  récrée, 
lui  donne  contentement;  mais  l'œil  extérieur  qu'il  faut 
satisfaire  aussi  a  d'autres  exigences.  11  veut  que  les  lettres, 


(*;  Successeur  de  IMouct,  qui  aviiit  succède  a  Jonihei'l. 
(**)  Successeur  de  Duprat. 
Ànn.   de  Maihcmat.,   t.    XIII.    Mai    iSJj.)  jj 
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les  signes,  les  iormules  ,  à  me  de  1  arithmétique  univer- 
selle, soient  nettement  dessinés,  symétriquement  ar- 
rangés, dans  et  sur  des  lignes  bien  nivelées,  convena- 
blement justifiées,  distancées.  Ce  sont  ces  conditions 
matérielles,  si  importantes  pour  l'esprit,  que  Baclielier  a 
sans  cesse  cherchées  et  enfin  obtenues.  Ces  mèmesqualités , 
ces  mêmes  soins ,  se  trouvent  dans  toutes  ses  publications 
périodiques  :  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie 
des  Sciences ,  Journal  de  l 'Ecole  Polytechnique,  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Liouvllle,  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques ,  Annales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique, etc. 

Toutefois,  il  estjuste  de  dire  qu'il  a  été  merveilleusement 
secondé  par  M.  Bailleul  (*) ,  prote  zélé  avec  discernement, 
actif  avec  ordre,  comprenant  toutes  les  manipulations, 
les  surveillant  avec  conscience.  C'est  sous  cette  habile 
direction  que  s'est  formée  une  pépinière  d'ouvriers  adroits 
devenus  typographes  artistes  ,  et  qui  ont  donné  à  cette  im- 
primerie mathématique  une  réputation  européenne. 

Bachelier  obtint,  à  1  Exposition  nationale  de  1849,  ^* 
^Médaille  d'argent  :  il  méritait  mieux.  Toutefois,  la  vraie 
décoration  n'est  pas  celle  qui  brille  sur  1  habit  5  c'est  celle 
qui  est  dessous  Ce  sont  les  sentiments  généreux,  dans  le 
sein  de  Ihonnète  homme,  qui  ornent  pendant  la  vie,  et 
encore  outre-tombe.  Enfin,  éprouvé  cruellement  par  la 
perte  d'une  femme  chérie,  d'un  fils  unique,  ancien 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  après  un  demi-siècle  de 
labeurs  et  de  soucis ,  Bachelier  trouva  le  repos  et  sans 
doute  la  palme  du  juste ,  vers  la  fin  de  1832,  léguant  à  ses 
enfants  un  nom  respecté,  une  maison  de  haute  réputa- 
tion et  un   diîine  successeur. 


;*)  Inventeur,  en  1 838,  d'un  nouveau  système  àc  juslijicaiion  irès-in^ù' 
nieux  et  susceptible  d'une  précision  mathématique. 
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M.  Mallel-Baclielier,  songenche,  cjuilte  une  position 
lionoraLle  dans  la  inagislrature  pour  assumer  une  grave 
responsabilité  commerciale,  soutenir,  continuer  et  amé- 
liorer encore  un  établissement  dont  la  célébrité  est  un 
patrimoine  de  famille.  Puisse  le  succès  couronner  un 
dévouement  filial  si  rare  ! 

Je  crois  être  l'organe  de  tous  les  géomètres  en  exprimant 
ce  voeu,  vœu  de  reconnaissance  pour  le  passé ,  d'espérance 
pour  l'avenir.  O.  Terqi:em. 


MÉTHODE    MÉTAMÔilPiliQCE    PAR    RAYONS  VECTEURS 
RÉCIPROQUES; 

D'après  M.  Joseph  LIOU VILLE. 

(Journal  de  Mathématiques,  tome  XII,  page  305  ;  i847- 


1.  Problème.  —  Enlrelcs  six  variables  x,  )^,  z,x',  )'',z', 
on  a  les  buit  équations 

^r./(^,j,  z),  V^f[x',y',z'); 

y;  =  F(ar,  7,z),  »' =F(^',j',  z'); 

(:=  <p  (^,j,z),  i;'z=(p(.r',/,z'); 

p='i^{x,y,z),  p'  =  -i^{x',Y',z'); 

quelles  formes  faut-il  donner  aux  quatre  fonctions  y,  F, 
(jp,  ^  pour  qu'on  ait  l'identité 


^  J  1=  [a:-x'y  +  {y-y' 


+  (z-z'V. 


Solution.   Soient  Xo,j'oî   Zo  certaines  valeurs  parlicu- 

i5. 
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Hères  de  x\y' ,  z' \  ridentiié  devient 

/^=y^o  [(^  - ^o)' +  ("  - «0' +  (î; -  ^»)'] 

=  {x  —  x,y  +  (j — r«)=  4-  (z  —  z,y. 

Les  indices  o  indiquent  ce  que  deviennent  les  fonctions 

par  ces  substitutions;  faisons 

jT  — x„=a-,,      y Jo=Jl,       Z  —  Zo=  Zt, 

x'  —X,—  X  ,     y'  —y,  =y\ ,      z'  —  z,=  z\  ; 
nous  aurons 

p^jy^[{t-t'y+{u-u.'y  +  {v-i>'Y] 
=  (x,  —  x\y  -h  (  j.  —y\y  +  [z,  —  z\y, 

p^  pl(t^  +u'-^v^)  =  x]-hy]  +  z], 
P"P\  {t"  +  «"  +  <'")  =  -^'i  '  +r',  '  H-  2',  '. 

Éliminant  p  el  p'  de  ces  équations  et  posant 

f"  +  II'''  -\-v'^=p'',    ar','  +7','+z';  —  ^'% 
on  obtient 

I  t'  f  u'  u  v'    V  I 

Donnons  maintenant  successivement  à  x\^j\^  z\  quatre 
valeurs  détenninèes ^  conséquemment,  à  chacun  de  ces 
systèmes  de  valeurs  correspondent  des  valeurs  déter- 
minées àc  x',  y\z'\  ^',  yj',  ^';  t'^  u',  u'-^  p',  ;•'. 

On  a  donc  quatre  équations  du  premier  degré  entre  les 
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quatre  inconnues 

I  t  U  l> 

"•>'       ~J'       "î'       T' 
p-        p^        p^        p^ 

on  en  déduit,  par  les  formules  de  Cramer, 

;ï  =  A  +  -  ,      _  =  B  +  ^^,  =  C  +  -  ,       -  =  D  +  -. 

p'  r^        p'  H         p^  r'         p'  /•* 

A,  B,  C,  D  étant  des  quantités  connues  fonctions  des  qua- 
tre valeurs  particulières  deo:', ,y, ,  z\  et  P,  Q,  R,  S  des 
fonctions  entières  et  linéaires  de  oti,  j^i,  z^. 

Elevant  les  quatre  premières  de  ces  équations  au  carré 
et  les  ajoutant,  on  a 

„        ^        2.  (AP  +  BQ  H-  CR) 


Chassant  le  dénominateur,  et  considérant  que  P,  Q,  R, 
S,  r  sont  des  fonctions  entières  de  Xi^  j^^  -Zj,  on  voit 
que  P^  -I-  Q-  H-  R"  doit  être  divisible  par  r^  \  mais  le  divi- 
dende et  le  diviseur  étant  de  même  degré,  le  quotient  ne 
renferme  plus  de  variables  :  représentant  ce  quotient  par 
la  constante  m,  on  a 

p^  -|_  Qî  -f-  R'  =  mr-'  =  m  [x]  +  r  '  H-  z]). 

Faisons 

P  =  m  [ax,   -t-  by,   -+■  cz,), 
Q=:  in[a'xi-\-  b'yt-\-  c'zy), 
R  =  m  {n"x,-ir  0"y,  -f-  c" z,). 

Nous  ne  mettons  pas  de  constantes,  parce  que,  eu  subsli- 
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tuant  ces  valeurs  de  P,  Q,  R  dans  la  dernière  équation, 
la  somme  des  carrés  de  ces  constantes  devrait  être  nulle-, 
cette  substitution  donne  les  relations 

a^  4-  a'^  -I-  a"'  =  i ,  ab  -^  a'  b'  +  a"  b"  =  o, 
b^  _l_  b'^  -h  b"-'  =  1 ,  bc  +  b'  c'  -^  b"  c"  —  o, 
c'  +  c''  +  c"'  =   i,      ca  ■+  c'  a'  -{-  c"  b"  =  o, 

équations  qu'on  rencontre  dans  le  passage  de  coordonnées 

rectangulaires  à  d'autres  coordonnées  rectangulaires  5  etces 
relations,  comme  on  sait,  en  entraînent  encore  six  autres. 
Remplaçant  Xi.ji,  z^  par  leurs  valeurs  j: —  oc^^y  — y^, 
z  —  Zo^ona. 

P  =  m  [a  {x  —  x,)-{-b  (  J  —  Jo)  H-  c  (  z  —  Zo )], 
Q  =  m[a'  {x  —  x,)-\-b'{y—yo)  +c'(3  — z„)], 
R  =  m  [a"{x  -  X,)  +  b"  {y  -  y,)  +  c"{z  -  z„)  ]. 


Faisons 


r^  /•'  ;'^ 


et  remplaçons  ?,  u^  v  par  ^  —  ^05   'O  —  -^o)  ^  —  ^oi  nous 
obtiendrons 

T  U 


•  " -^^  -  T'  +  U=  + V''  '"  — T-^4- U2  + V' 
V 

il  reste  à  trouver /j  5  or, 

_(T— rp+  (u  —  u^)^  +  (v— vQ^ 

(T  —  T')*+  (U  -  \}'Y  +  (V  -  V')' 
_  m^  [  (P  -  P^)^  +  (Q  -  QT  +  (R  -  R?  ] . 
(  p  +  Q'  +  R')  (P"  +  Q"  H-  R")        ' 
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les  lelalions  entre  les  «,  b^  c  donnent 

(P-PT  +  (Q-QV+(R_R' 
=z.[x—  x'Y  -^{r  —  yy  -+-  (z  —  z'; 


donc 


n^[{x~  xj^  (  j  -yy  +  (z  -  z')^] 


en  prenant  donc 

(T>-     L.Q^_|..  Rnrr^  _(-U'+  V-') 
m 

on  obtient 

/.'  /;^  [(ç  -  ij  -h  (/,  -  r,y  +  {i  -  -cy] 
=  ;  X  —  x,)'H-  (/  —yy  -t-  (z  —  2,)'- 

Ainsi,  on  a  satisfait  à  l'identité,  et  le  problème  est  résolu  5 
mais  on  peut  encore  exprimer  /?,  ç,  «,  ?  en  fonction  ex- 
plicite de  a:,  y,  z. 

Commençons  par  p  :  on  a 

(P^+Q^  +  R^)(T-^4-U'^4-V0 

r                      2///(AP-i-BQ+CR)^-M  1 
=.  (A^  4-  B^+  C^)  [P'+  Q^  +  R  -h  A'  +  B^lTc- J  ' 

P'  -f-  Q'  -^  R^  =  (^  —  xy  +  (/  —  ro)'  H-  (z  —  z«)% 
(Art +B«'  +  C«")'+(A6  +  B^»'-|-  C6")^ 
+  (A c -+- B  f' +  Cr"  )' =  A' -f- B= -i- C% 

2/«[AP^-BQ^-CR] 

_  r  {x~x,){Aa  +  Tia'-{-Ca")  +  {y-y,)[kb-\-^b'-hCb'')'\ 

-^"'L  _l_(.  _z«)(Ar-f-Br'  +  C.")        ! 


Posant 


J>  =  Jo  —  '« 
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fAfl-f-Brt'-hCa") 
A'  4-  B^  +  C       ' 

(A^  -hTib'-hCb") 

A-^  +  B=  +  C^       ' 
I  Ac  +Bc'  +  Oc") 

Z,    =  Zo   —  771 , 

A=  H-  B'  -f  C 
on  obtient 

77,  p^  =  (A^  +  B'  4-  c^)  [  (x  —  x,Y  H-  (r  +  x,Y  +  (z  -  z,y  ]  -, 

ainsi  p  est  exprimé  explicitement  en  fonction  quadratique 
(le  j",  )',  z,  et  l'on  voit  que  p  est  proportionnel  à  la  dis- 
tance du  point  variable  {or,  Y,  z)  aupoinlfîxe  (o",,  ji,  ^i). 
Passant  aux  fonctions  ^,  y;,  ^,  on  a,  en  remplaçant 
T,  U,  V  par  leurs  valeurs, 

,  _  A(P^  +  Q'-HR^)4-fflP 
nip' 
A(P'-hQ'H-R^)-+- wP 


(A'-hB^+G')(P^-{-Q^+R')4-  2/«(AP-f-BQ  +  CR]  +  w' 
A  X 


A'  +  B'  H-  C       p' 

où  X  est  une  fonction  linéaire  en  x,  /,  z. 
Posons 

A 


1'=  ?o-f 


A'  4-  B'  +  C  ' 


on  a 


de  même 


„  _  Y  _  .  0  _  Z 
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Ainsi,  'S.  T;,  (^  sont  données  explicitement  en  fonction  li- 
néaire de  X,  /,  z  divisée  par  une  fonction  quadi^atique. 
On  peut  parvenir  aux  trois  fonctions  X,  Y,  Z  d'une  ma- 
nière simple.   Si  l'on  suppose  que  Tune  des  variables 

X 

X,  r,  z  devienne  infime  ,  alors—  s* annule  ,   et,  dans  ce 

cas, 

1=  ?..»  =  ,%?=«•,     e,       ^      ^  A--HB=  +  C- 

X-  -\-  y^  -\-  z^  m 

l'identité  devient ,  dans  cette  même  hypothèse , 
OU ,  en  ôtant  les  accents , 


yy^(A^  +  B'H-C- 


donc 

=  [x-  X,y  +  {y—y,Y-{-{z-z,Y. 

Opérant  sur  cette  équation ,  comme  ci-dessus  sur  l'équa- 
tion analogue 

pî  _|_  Q3  4_  R^  r=  m  {x'  -f-  j-  +  z'), 

on  trouve 

X  =  a  (x  — x,)-l-  p  (/— J,)  -f-7   {z—  3,), 

Z  =  a"(x  —  X,)  +  p"  (r  —  rO  +  y   {z  —  z,)- 

Entre  les  a,  (3,  y  existent  les  mêmes  relations  que  ci-dessus 
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) 

entre 

les  a 

h^  c\  de  plus 

) 

t 

ro  — 

«X 

y, 

— 

rt 

«Y 

-  X'+ Y'  +  Z^' 

X'  +  Y'4-Z^ 

y 

•/-o  _ 

nZ 

,,2 

X'  -h  Y^  +  Z' 

ou 


A'-f-B'+C= 


Cette  belle  manière  de  trouver  les  quatre  formes/",  F,  cp,  ^ 
subsiste  encore  lorsqu'au  lieu  de  trois  variables,  qui  suf- 
fisent aux  applications  géométriques,  on  en  a  un  nombre 
quelconque. 

De  môme  qu'on  a  calculé  \.,  /;,  ^  en  fonction  de 
o*,  j  ,  2,  on  peut,  inversement,  calculer  x,  r,  zen  fonction 
de  I,  ïî,  ^,  Il  suffit  de  faire 

<l  7 

et  l'identité  (i)  devient 

[  [x  -  xj  +  (  j - yj  ^-{z-  z'Y ]  q^  q'' 

=  (?-?')' -4-(»i-v5?  +  (?-??; 

ainsi  la  forme  de  l'identité  n'est  pas  changée,  et  en  suivant 
la  même  marche  que  ci-dessus,  on  en  déduira  x,  y.  z  en 
fonction  de  ^  ,  yj,  ^. 

Interprétation  géométrique;  rayons  vecteurs  réciproques . 

2.  Considérons  x,  j,  z  comme  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d'un  point  m  ^  et  ^ ,  Vy ,  t  comme  les  coor- 
données rectangulaires  d  un  point  p,  lorigine  elles  axes 
étant  les  mêmes  pour  les  deux  points.  Transportons  l'ori- 
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gine   au  point  qui   a  pour  cordonnées   jTijJ"!,  ^j,  nous 
aurons 

Z  =  x"  X  +  p"  /  +  -/'  z  (  voir  ci-dessus  )  ; 

à  raison  des  relations  qui  subsistent  entre  les  a,  ,6,  y,  on 
peut  prendre  ces  quantités  pour  les  cosinus  des  angles  que 
font  de  nouveaux  axes  rectangulaires  avec  les  anciens,  et 
X ,  1 ,  Z  sont  les  coordonnées  du  point  m  relativement  à 
ces  nouveaux  axes.  Transportons  ces  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  O  dont  les  coordonnées  sont 
^°i  ^'"î  ^°9  nous  aurons 

n  X  n  y  n  y 


I,  ï;,  ^,  x^  j.  Z  étant  les  coordonnées  de  \l  et  de  //i,  dans 
cette  dernière  position  des  axes  ;  on  a  aussi 

nt,  nn  nt 


(^2  +  r'  +  z')  (ç'  +  >3'  +  'Q)  ■=  n\ 

=  (x  -  xj  4-  (  j  _/)  '  -t-  (z  _  zy  ; 

prenant 

X-  -+-  r'  -h  z^ 


l'identité  (i)  est  satisfaite. 

Delà  on  conclut  que  :  i°Ies  trois  points  O ,  m,  a  sont 
en  ligne  droite;  2°  Om.  Ou  =  n'. 

Les  points  71,  psont  dits  points  réciproques^  etles  rayons 
Om,  Op.,  rayons  vecteurs  réciproques.  Ainsi ,  la  géométrie 
suffit  pour  lésoudre  le  problème  (1  ),  pourvu  que  le  nonibn^ 
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de  variables  ne  dépasse  pas  trois  ;  mais,  connue  nous  avons 
dit ,  la  belle  analyse  de  M.  Liouville  s  étend  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  :  l'identité  (i)  peut  s'écrire 

ipp'  =  T) 
où 

B'-=(x—a/y-h{x—/y  +  {z  —  zy. 

A  est  la  distance  de  deux  points  M,  M',  D  la  distance  des 

deux  points  réciproques   a,  a';  p  et  p'  sont  les  rayons 

vecteurs  Ou,  O (j.' . 

Etant  donnée  l'équation  polaire  d'une  surface  ou  d'une 

ligne ,    on  trouve  la  surface  ou  la  ligne  réciproque  en 

K  - 
remplaçant  le  rayon  vecteur  p  par  —,  où  K  est  une  con- 

stante  donnée,  et  l'équation 

ipp'  =  D 

transporte  les  relations  métriques  de  la  première  surface 
ou  ligne  à  la  surface  ou  à  la  ligne  réciproque. 

Prenons  un  triangle  infinitésimal  M  M'  M";  dans  le 
triangle  infinitésimal  réciproque  u.  fx'  y.",  les  trois  rayons 
vecteurs  Oy.^  Ofx',  Op."  sont  différentiellement  égaux 5 
on  a  donc 

y-i^'  _  ^'/'  _  /Mil  _   , 

MM'       MM"       M' M"       ^  ' 

Ainsi,  les  deux  triangles  sont  semblables,  et,  par  consé- 
quent, équiangles.  De  sorte  que,  si  deux  lignes  se  coupent 
sous  un  certain  angle ,  les  lignes  réciproques  se  coupent 
sous  le  même  angle. 

3 .  (  *  )  Soient  une  surface  algébrique  S  de  degré  n  ;  M  un 

(")  Ce  qui  suit  n'esl  pas  dans  le  Mémoire  cite. 
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point  de  cet  te  surface  5  O  l'originedes  coordonnées  que  nous 
supposons  rectangulaires.  Prenant  sur  le  rayon  vecteur 
OM,  dans  le  sens  deOM,  une  longueur  Op.  telle,  que  l'on 
ait  OM.Op.  =  K"  =:  constante,  le  lieu  du  point  ^.  est 
la  surface  2,  réciproque  deS^Sest,  généralement  parlant, 
de  degré  2«,  tandis  que  S  ,  réciproque  de 2,  n'est  que  de 
degré  Ji.  Lorsque  le  pôle  O  est  sur  la  surface  S,  le  point 
correspondant  dans  S  est  à  l'infini ,  les  termes  de  degré 
2n  disparaissent  dans  2  qui  n'est  plus  que  du  degré 
2  w  —  15  autant  une  surface  S  a  de  nappes  infinies ,  autant 
la  réciproque  a  de  nappes  qui  passent  par  le  pôle,  et  au- 
tant une  ligne  a  de  branches  infinies ,  autant  la  réciproque 
a  de  branches  qui  passent  par  le  pôle;  à  chaque  valeur 
de  K^  correspond  une  surface  S.  Toutes  ces  surfaces  sont 
évidemment  homothètes ,  et ,  par  conséquent ,  les  plans 
tangents  à  ces  surfaces  menés  par  des  points  situés  sur 
le  même  rayon,  sont  parallèles.  Pour  K"  =  o,  la  surface 
2  se  transporte  à  l'infini ,  et  pour  K"  =  00  ,  la  surface  2  se 
réduitaupôle  O.  En  prenant  K^  négativement,  les  surfaces 
2  sont  les  symétriques  relativement  au  pôle  de  celles  qui 
répondent  à  K^  pris  positivement. 

4.  Prenons  pour  S  une  sphère  et  pour  K"  la  puissance 
du  pôle  O  relativement  à  cette  sphère  ;  il  est  évident  que 
le  point  p.  réciproque  à  M  est  sur  la  même  sphère  S,  donc  la 
surface  2  se  confond  avec  S  :  les  plans  tangents  en  M  et  ^j. 
sontégalementinclinéssurlerayon  vecteur  O/;.  M,  maisen 
sens  inwerse ;  ils  sont  antiparallèles  relativement  à  ce 
rayon.  Faisant  varier  K*,  les  diverses  surfaces  2  étant 
homothètes  sont  toujours  des  sphères.  Si  le  pôle  O  est  sur 
la  sphère  S,  le  degré  de  2  est  diminué  d'une  unité  et  de- 
vient un  plan  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère  S 
qui  passe  par  O. 

Soit  R^  égal  à  la  puissance  du  point  O  relativement 
à  la  sphère  S;  prenons  sur  cette  sphère  S  trois  points 
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M,  M',  M",  et  leurs  réciproques  p ,  u' ,  y."  :  les  quatre 
points  M,  M',  w,  y.'  sont  sur  un  même  petit  cercle;  les 
quatre  points  M,  M",  (j.,  y!'  sont  sur  un  autre  petit  cercle-, 
l'angle  M' M  M",  formé  par  les  arcs  MM',  MM",  est  évi- 
demment égal  à  l'angle  ^'p  i)!'  \  et  à  cause  des  propriétés 
homolliétiques ,  ceci  a  également  lieu  pour  des  valeurs 
quelconques  de  K. 

5.  Deux  sphères  S ,  s  se  coupant  suivant  un  petit  cercle, 
les  sphères  réciproques  2,  a  se  coupent  aussi  suivant  un 
petit  cercle,  réciproque  du  premier;  donc  la  ligne  réci- 
proque d'un  cercle  est  un  cercle,  et  l'angle  suivant  lequel 
se  coupent  les  sphères  2,  a  est  égal  à  l'angle  suivant  lequel 
se  coupent  les  sphères  S ,  5  :  c'est  une  conséquence  de 
Vantiparallélisnie  (4).  Les  cercles  réciproques  fomnent 
le  même  angle  que  les  cercles  directs  ;  de  là  découlent  les 
propriétés  de  la  projection  stéréographique. 

H.  Soient  M  un  point  commun  à  deux  surfaces  quel- 
conques S ,  ^ ,  fji  le  point  correspondant  dans  les  surfaces 
réciproques  2,  a\  au  point  [i  les  deux  surfaces  2,  a  se 
coupent  suivant  le  même  angle  que  les  surfaces  S,  5  au 
point  M:  cela  devient  évident  en  plaçant  une  sphère  tou- 
chant la  surface  S,  et  une  autre  sphère  touchant  la  sur- 
face s  au  même  point  M.  De  même,  si  S,  s  représentent  des 
lignes  quelconques. 

7.  Il  suit  du  paragraphe  précédent,  qu'un  système  de 
surfaces  étant  coupé  par  une  surface  trajectrice ,  partout 
sous  le  même  angle  ,  la  réciproque  de  la  surface  trajec- 
trice sera  trajectrice  du  système  réciproque  ;  lorsque 
l'angle  est  nul,  la  surface  trajectrice  devient  une  enve- 
loppe ;  de  même  pour  des  lignes.  De  là  découlent  de  nom- 
breuses, curieuses  et  importantes  conséquences  sur  les 
lignes  loxodromiques ,  de  courbure,  etc.  C'est  ainsi  que 
l'on  transforme  un  polygone  rectiligne  plan  en  un  poly- 


gone  circulaire  plan ,  où  la  somme  des  angles  ne  dépend 
que  du  nombre  des  côtés  (  théorème  de  M.  Miquel). 

8.  Supposons  dans  un  même  plan  une  droite  et  un 
cercle,  le  centre  du  cercle  étant  pris  pour  pôle  et  son 
rayon  pour  la  constante  K,  la  réciproque  de  la  droite 
est  un  second  cercle,  image  de  la  droite  dans  le  premier 
cercle  considéré  comme  ligne  réfléchissante-,  et  la  droite 
est  aussi  l'image  du  second  cercle  par  rapport  à  cette  li- 
gne miroitante.  C'est  cette  propriété  optique  qui  a  porté 
un  géomètre  éminent,  M.  William  Thomson  (*),  à  dési- 
gner ce  système  métamorphique  sous  le  nom  de  principe 
des  images  i^J  ournal  de  Mathématiques ,  tome  X,  p.  364)  i 
depuis  ,  M.  Liouville  a  généralisé  ce  principe  et  l'a  dési- 
gné sous  le  nom  de  rayons  vecteurs  réciproques ,  qui  ca- 
ractérise la  condition  géométrique. 

9.  M.  William  Roherts  a  fait  voir  que,  pour  les  courbes 
planes,  la  similitude  des  triangles  infinitésimaux  subsiste 
encore  pour  des  transformations  autres  que  celles  qui  sont 
fondées  sur  le  principe  des  images  (  Journal  de  Mathéma- 
tiques, tome  X,  page  209;  1848).  Etant  donnée  Téquation 
polaire  d'une  courbe  plane  en  /'  et  w  :  remplaçant  r  par  R" 
et  w  par  //o>,  où  /  est  un  nombre  quelconque  positif  ou  né- 
gatif, réel  ou  imaginaire,  on  a 


r/w         ïkdii 


dr  r/R 

Or,——  est  la  tangente  de  l'angle  que  forme  la  tangente  à 

la  courbe  avec  le  rayon  vecteur  \  donc ,  etc. 

A  l'aide  de  ce  principe  si  simple,  l'ingénieux  profes- 
seur démontre  avec  une  extrême  facilité  une  foule  de  pro- 


(*)  Depuis  i8/|6,  rédacteur  de  l'excellent  recueil  Camhriilgc  and  Dublin 
Maihcmalical  Joui nal.  Le  formai  iii-8  ne  semble  pas  commode  pour  des 
ouvrages  destinés  à  renfermer  de  lonf^iies  formules,  des  calculs  étendus. 
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priélés.  Ci  tons- en  deux.  Vanieur  nomme  tangcjitehjpei- 
holique  à  une  conique,  une  hyperbole  èquilatère^  tan- 
gente à  la  conique  en  un  point  et  concentrique  à  la  co- 
nique. Cette  définition  admise ,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  Etant  données  deux  ellipses  homojocales  j 
si,  par  un  point  de  l'ellipse  extérieure^  on  mène  deux 
tangentes  hyperboliques  à  l'ellipse  intérieure,  ces  tan- 
gentes sont  également  inclinées  sur  l'ellipse  extérieure . 
Même  théorème  pour  des  tangentes  rectilignes. 

Théorème.  Le  lieu  du  sommet  d'un  point  dont  le  pro- 
duit des  distances  aux  n  sommets  d'un  polygone  régulier 
est  constant,  est  représenté,  comme  on  sait,  par  V équa- 
tion polaire 

r^"—  -îa^r"  ces  «  w  +  «'"  =  ^"'  (*). 

a  est  la  distance  du  cercle  circonscrit  et  b  un  paramètre 
variable  5  les  trajectoires  orthogonales  sont  données  par 
l'équation 

/•"  CCS  /î  (w  —  0)  :=  rt"  ces  //  9  , 

OÙ  0  est  un  paramètre  variable.  C'est  le  lieu  d'un  point 
tel  que  le  produit  de  ses  distances  aux  n  sommets  d'un 
polygone  régulier  est  égal  à  la  n""'"  puissance  de  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre  du  polygone  régulier.  Voir 
aussi  plusieurs  beaux  résultats  du  même  géomètre  {Nou- 
velles annales,  tome  IX,  pages  ir,  i42,  182,  809,  821, 
et  tome  XI,  page  182.) 

9.  Nous  joignons  ici,  comme  exercice  de  calcul  infini- 
tésimal ,  quelques  résultats  donnés  dans  le  Mémoire  de 
M.  Thomson,  et  qu'on  rencontre  fréquemment  dans  la 
théorie  attractionnelle  et  dans  celle  des  fluides  im- 
pondérés. 

(*;  Nouvelles  Annales ,  Vannson.  t.  VI,  p.  91, 
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j".   On  a 

P                                                        dx 

-dp 

p-  dx  ' 

p__         1    d'p            \dx) 

dx^-              p^-  dx'^              p- 

dp  X        d^p  _  I        x^ 

dx        p         dx''       p       p^' 


d^r- 


\P)  _         I 

Zx- 

dx-                 p^ 

'^  P'    ' 

de  même 

^i;)_    . 

<.V) 

I        3z' 

dy""               p^ 

dz-- 

,7  +  7-^ 

ainsi 

dz" 

0. 

dx-" 

dy' 

2°.   On  a 

§ 

n 

ç 

V  4-  ■n'  +  C^' 

■^  ~~  ^-^H-rj'+Ç^'       "~ 

r^  4-  »)-^  +  Ç 

dx 

dy 

dz 

d\- 

—  2.r2, 

dx 

dr 
dn 

dz 

-7%      T  = 
dn 

:  —   2J2, 

dx 

dy 

dl               -^    ' 

dz 

■.x'-{-y'—z 

Supposons  U  =  (?  ,  y] ,  (^)  ^  les  crochets  désignant  une 
fonction  des  variables  qu  ils  renferment .  on  a  donc  aussi 

Ann.   de   Mnlhénini .  .   l.  XllI    (Juillet    iS5'(.)  16 
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L  1=  (a%  j,  z),  donc 

rlU       dl]  ,  ,  ,  (W  cIV 

r/U  r/U  r/U  ,  ,  dV 

--  z=  —  2 -—  xf -h  —  (.r^  -f-  z'  —  j'    —  2  --  .rz, 
rt/î  «X  rtj  dz 

dV  dV  dV  dV> 

-—  =  —  2  -—  .rz  —  2   -_  j3  H-  _-  (.r-  +  j'  —  z'); 

rtÇ  r/jT  df  dz  ' 

(Jonc 

/</U\'        /^/U\^       A'U\' 

[Journal  de  Alatlicnnitiqucs ,  lome  XII,  P^oG  290.) 

Les  coefficients  diflcrentiels  expriment  ici  dos  différences 

partielles. 

„„     ^,         ,            ,              .              r/'U        r/^U         d'V         ,.„ 
0".   Cherchons  a  transtormer— —  H — ; 1 — ; —  en  dii- 

d\'  dr,-  d  C- 

fércnces  partielles  relatives  aux  variables  j;:,  y,  z.  Diffé- 
renliant  la  première  des  li'ois  équations  ci-dessus  par  rap- 
port à  ^,  et  n'ayant  égard  qu'aux  U,  on  a 

donc,  pour  les  trois  équations, 

r^PU       d'\3       d'\}'\ 
^''  \jî^~^  'd~Y~'^  'd^ \' 

Ayons  maintenant  égard  aux  x,  j,  z. 

•       1  •  1-    ^^u 
INe  prenant  que  ce  (jui  multiplie  —   ?  on  a 

r/(r^H-z' — 'î^']  <-/..rv  r/.-rz 

_1£ '  _  2  — -  —  2  ; 

dl  dn  d-C, 


(  ^43 
eiVecluaiit,  et  considérant  que 


(Ix        dz        dy        dx 
Tt~~d(      'dï~~d'n 


on  trouve 


car  , 


d\] 


dpdJJ 


—   "2.  p' X  — —   =z —  ip^-i. , 

dx  dx  dx 


dp         X 
dx         p 


j         ,  d\J         dV 

et  de  même ,  on  a ,  pour  -;-  et  — -  » 
^  dy        dz 


dp  du 


dp  d\] 

''p'Tz-Tz- 


Les  coefficients  des  autres  différences  partielles  telles  que 

- — Ti  -, — T'  etc.,  S  annulent,  et  1  on  a   pour  transformée 
dx  dy    dx  dz  ^ 


,  r./^u     d'\]     d'\ 
p^    1 ^  — 

I    dx-         dy''  dz- 


Faisant 


,  fdp  d\]       dp  d\]      dp  d\}~\ 

—  a  p''  I  — H — —  —  -I — I 

\jlx  dx        dy    dy         dz  dz   J 


on  obtient 
d 


-.r/U        d\fjV        ^f'f/V  _      (dq  dj] 
dx-  dy'^  dz^  \dx   dx 

rd'U       d'V       d'Ul 

-^'^Id^^^-dp-^^l 


car 


d'q       d'g 


IV       dqdl]\ 
ïy  "^  7/z  7^  j 


dqdU        dqdU' 

dy  d  1 


d) 


;  +  :7::.="' 


i6. 
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comme  011  a  vu  li  •  dessus  j  donc 


d'I]      d'-\]      d'V 


.  p/-»-'U       .'/■■/>-'U       d'p'X] 

^     L      <lr-       ^       dy'       ^        dz- 
(^  Journal  de  Mathvnintiques ,  tome  XII,  page  289.  ) 

Pour  la  méthode  générale  de  ces  transformations,  il  faut 
étudier  le  beau  Mémoire  de  M.  Liouville  sur  les  équations 
delà  Dynamique  (tome  XIV,  page  268-,  1849)- 

4.  Lorsque  le  paramètre  K-  (page  287)  devient  égal  à 
—  I,  on  a  les  surfaces  que  M.  A.  Bravais  nomme  inverses 
{^Journal  de  Mathématiques ,  tome  XIV,  page  iSy  j  1849) 
et  sur  lesquelles  il  donne  des  théorèmes  qu'il  suffit  d'é- 
noncer. 

Théorème  I.  Lorsque  le  pôle  de  symétrie  de  la  surface 
fixe  P  se  déplace ,  la  surface  inverse  p  se  change  en  un 
noui'el  itiverse  p'  et  Von  peut  toujours  transporter  p  sur 
p'  par  un  mouv>enient  de  translation  commun  à  tous  les 
points  de  la  su?' face  p. 

TnÉORiiME  II.  Si  l'on  fait  tourner  de  deux  angles  droits 
la  surface  p  ins^erse  de  P  autour  d'une  droite  passant  par 
le  pôle  de  symétrie  C,  la  surface  p  '  ainsi  obtenue  sera  la 
symétrique  de  Vpar  rapport  au  plan  mené  par  C  norma- 
lement il  l'axe  de  rotation. 

M.  Bravais  ne  considère  que  des  polyèdres.  Du  reste,  ces 
tliéorèmes  ont  aussi  occupé  Jacobi.  (Crelle,  tome  XV, 
page  309  ^  i836.) 

Lorsqu'une  surface  se  confond  avec  son  inverse ,  le  pôle 
de  symétrie  prend  le  nom  de  centre  de  figure  de  la  sur- 
face. 

5.  L'équation  de  la  podaire  d'une  ligne  plane  donnée 
de  degré  n  est  de  degré  2  n  ;  et  lorsque  le  point  est  sur  li 
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courbe,  la  réciproque  de  celte  podaire  est  de  degré  in  —  2  ^ 
dans  une  conique,  la  réciproque  de  la  podaire  du  centre 
est  encore  une  conique  \  de  mc'me  pour  les  surfaces  du 
second  ordre. 

6.  Soient  trois  cercles  A,  B,  C.  situés  sur  un  même 
plan  ou  sur  une  même  sphère-,  P  un  point  commun  aux 
deux  cercles  A  et  B.  Prenons  ce  point  pour  pôle  et  fai- 
sons K"  égal  à  la  puissance  de  P  par  rapport  au  cercle  C  ^ 
les  réciproques  des  cercles  A  et  B  sont  deux  droites 
(page  237) ,  et  le  cercle  C  se  confond  avec  sa  réciproque. 
Menons  un  cercle  tangent  aux  deux  droites  et  au  cercle  C  ; 
la  réciproque  de  ce  cercle,  conservant  toujours  le  même 
point  P  et  la  même  valeur  K',  sera  un  cercle  tangent  aux 
trois  cercles  A ,  B ,  C. 

En  augmentant  les  trois  rayons  des  trois  cercles  de  la 
même  longueur  sans  changer  les  centres ,  on  peut  toujours 
faire  que  deux  cercles  se  coupent.  Le  centre  du  cei'cle 
touchant  les  trois  ne  changera  pas.  Ainsi  le  problème  de 
Viète  est  ramené  à  celui  d'un  cercle  touchant  deux  droites 
et  un  cercle,  et  le  problème  de  Fermai  à  celui  d'une 
sphère  touchant  trois  plans  et  une  sphère. 


TIIÉOUÈMES   I)  EISEXSTEI^  SIR  LES  SÉRIES  m   SONT  LES 
DÉVEL01'I'EME\TS  DE  FONCTIONS  ALGÉRRIOIES^ 

DtMONTRtS    PAU    IM.     HEINE, 

Professeur  à  Bonn. 
(Journal  .le  M.  C.ielle,  (.  XLV  ,  p.  j8Ô  ;   iS.VJ.) 


1.   Lcuime.  g  cl  /«étant  deux  nombres  donnés,  pre- 
miers entre  eux,  p  un   nombre  /7/e////c/  donné,  n  un 


(  -^^e  ) 

nombre  t'/j?/er  donné,  les  racines  de  la  congruence 

g  —  hx^{p"), 

sont  comprises  entre  o  et  /^"-—  i  ;  p"^  ip"  —  i  •,  ap", 
3^" —  I,  etc. 

Observation.  Le  point  Leibnitzien  placé  sur  une  lettre 
indique  un  multiple. 

2.  Lemme.  m  étant  un  nombre  entier,  m!  un  produit 
continuel  et  p  un  nombre  premier ^  faisons 

les  a  sont  des  nombres  positifs  tous  moindres  que  p  et 
pouvant  être  nuls  :  posons 

rt,  -f-  a,  -h  03  H-  . .  .-h  rtr  =  A,, 

ûî  H-  «3  + -H    «r  =    A,  , 

«3  -f-  «i    -+- -h    Or   =    A3  , 

«._,  -Jr  ar  =  Ar_, , 

«r=    Ar; 

et  faisons 

A,  -h  k,p  -f-  As/^'  +  .  .  .  -i-  A,_,  p'-^  +  A.//-'  =  B, 

alors  B  est  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  pro- 
duit continuel  m!  (Legendre,  Théorie  des  nombres j, 
tome  I,  page  10.) 

Observation.  Il  est  évident  que  «o^  «15  «2, etc.,  sont 
les  chiffres  avec  lesquels  on  écrirait  le  nombre  m  dans  le 
système  de  numération  dont  la  base  est  p. 

3.  Lemme.  g  et  h  étant  deux  nombres  premiers  entre 
eiiXj  m  un  nombre  entier;  si  l'on  simplifie,  autant  que 
possible,  le  coefficient  binomial 

g{g  —  h)ig  —  2h)...[g—{m-i)/i] 


le  dénominateur  de  la  fraction  ainsi  simplifiée  ne  renferme 
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plus  aucun  facteur  premier  non  diviseur  i\c  A,  mais  uui- 
(juemeni  des  diviseurs  de  h. 

Démonstration,  Si  m  !  renferme  avant  la  simplification 
un  diviseur  de  h ,  il  ne  peut  s'en  aller  par  cette  opération  , 
car,  g  et  h  étant  premiers  entre  eux,  un  tel  diviseur  ne 
peut  diviser  aucun  facteur  du  numérateur.  Soit  donc  p 
un  nombre  premier  non  diviseur  de  A,  et  supposons  que 
p"  se  trouve  au  dénominateur  comme  facteur.  Partageons 
le  numérateur  en  groupes,  renfermant  chacun  p"  fac- 
teurs successifs.  Dans  le  dernier  groupe ,  il  pourra  se 
trouver  moins  de  /;"  facteurs.  Chaque  groupe  (le  der- 
nier excepté),  renfermera  un  nombre  divisible  par  ^" 
(lemmel)  ;  soit5  le  nombre  de  ces  groupes.  Le  numéiateur 
est  donc  divisible  par  ^'"  ou  bien  par  ^;"^+"  si  le  dernier 
groupe  renferme  ainsi  un  nombre  divisible  par  //'  5  opé- 
rant de  même  sur  le  dénominateur  ^  le  premier  groupe  est 
1 ,  2 ,  3  , . . . ,  p"  et  le  deuxième  /?  "  H-  i ,  /j  "  -1-  2 , . . . , 
p"  -h  2/j",  etc.,  le  dernier  groupe,  s'il  est  incomplet,  ne 
peut  pas  renfermer  un  diviseur  de  p'^ \  donc,  après  les 
simplifications,  le  numérateur  renferme  au  plus  ^"  comme 
facteur  et  le  dénominateur  aucun  facteur  divisible  par  p" . 

C.     Q.     F.    D. 

£ 
4.   Théokème.  Dans  le  développement  de  (  i  H-  x)h  , 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  g  et  h  étant  des 
nomhres  premiers  entre  eux  j,  les  dénominateurs  des 
coefficients,  simplification  faite ,  ne  contiejincnt  que  des 
facteurs  diviseurs  de  h. 

Démonstration.     C'est    une    conséquence    du   lemme 

précédent:  le  coefficient  binomial  aifectel  j  \   • 

Observation,  j  peut  être  négatif:  la  conclusion  reste 
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5.  Théorème,  ao,  ai,^^,...,   a,^  étant  des  nombres 
rationnels  ;  si  l'on  développe  sui\^antles  puissances  crois- 

santés  de  x  l'expression  (</o  -t-  a^x  -\-  fux' ...  a,„x'")*  , 

où  g  et  h  sont  des  nombres  premiers  entre  eux ,  chaque 
coefficient  simplifié  est  le  quotient  de  deux  nombres  en- 
tiers  j  le  dénominateur  est  un  produit  formé  par  des  puis- 
sances de  A,  des  puissances  des  dénominateurs  de  «, , 
«2,...,  a,„  et  des  puissances  des  numérateurs  de  a^. 

Démonstration. 

8 

(a„  -h  «,  x  -t-  ff:  Ji-  -f-  .  .  .  -+-  (!„,  x'" )* 


x'-+-.  .  .-H ^  .r"'    \h. 


Chaque  coefficient  renferme:  i°  les  coefficients  bino- 
niiaux;  2°  des  puissances  positives  de  Aj  ,  rtg,...,  a„,  5  3''  des 
puissances  négatives  de  ^o;  donc,  etc. 

Obseri^ation.  Les  dénominateurs  renferment  donc  des 
puissances  d'un  nombre  limité  de  certains  nombres  en- 
tiers. Il  est  donc  toujours  possible  de  remplacer  x  par  un 
multiple  kx  tel,  que  tous  les  coefficients  deviennent  des 
nombres  entiers. 

6.  Théorème.  Si  une  fonction  algébrique  d'une  va- 
riable X  peut  se  développer  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  cette  xmriablet  alors  les  coefficients  étant  sim- 
plifiés peuvent  être  représentés  par  des  fractioTis  dont 
les  dénominateurs  sont  des  produits  de  puissance  d'un 
nombre  limité  de  nombres  entiers. 

Démonstration.  L'addition,  la  soustraction  et  la  mul- 
tiplication de  deux  séries  ou  de  deux  fonctions  entières 
n'inti'oduisent  pas  de  nouveaux  nombres  premiers  dans 
les  dénominateurs  -,  l'élévation  à  une  puissance  positive  ou 
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négative  d'une  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  n'introduit  dans  les  dénominateurs  qu'un  nombre 
limité  de  nombres  premiers  (5);  or  toute  fonction  algé- 
brique d'une  variable  x  est  le  résultat  d'un  certain  nom- 
bre desdites  opérations;  donc,  etc. 

Observation.  On  ne  parle  pas  de  la  division  ,  car  elle 
équivaut  à  l'élévation  à  la  puissance  —  i. 

IBKATIO>'NELS. 

7.  Définitions.  Un  nombre  irrationnel  résulte  des 
quatre  opérations  et  de  l'élévation  à  des  puissances  frac- 
tionnaires positives,  faites  sur  des  nombres  rationnels 
entiers. 

Nous  appelons  irrationnel  entier,  lorsque  la  division 
n'est  pas  indiquée.  Exemple  : 


V  3  4-^/7  est   lin    irrationnel    entier. 

Observation.  Un  nombi^e  iriationnel quelconque  peut 
se  ramener  à  la  forme  d'une  fraction  dont  les  deux  termes 
sont  des  irrationnels  entiers.  Exemple  : 


^'-é- 


\l\f^  —  v/2 


V3 


\/^3 —  \[ô.  est  le  numérateur  entier  et  v'3  le  dénomina- 
teur entier.  Un  irrationnel  entier  est  dit  divisible  par  un 
deuxième  irrationnel  entier  ]ors(|u'il  existe  un  troisième 
irrationnel  entier  qui,  multiplié  parle  deuxième,  repro- 
duise le  premier. 

Observation.  Lorsqu'on  élève  un  nombre  irrationnel 
entier  à  une  puissance  positive,  le  résultat  est  un  irra- 
tionnel entier;  de  même  lorsqu'on  combine  deux  irra- 
tionnels entiers  par  voie  d'addition  ,  soustraction  et  mul- 
tiplication. 
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8,  Ces  définitions  admises,  le  théorème  6  subsiste 
même  lorsque  les  a  sont  des  nombres  irralioniieh  entiers. 
Toutefois,  il  faut  encore  démontrer  que  lorsque,  par  com- 
binaisons de  quatre  opérations,  on  obtient  des  irration- 
nels qui,  en  se  simplifiant,  deviennent  rationnels,  ces 
simplifications  n'amènent  pas  aux  dénominateurs  des  fac- 
teurs premiers  en  nombre  illimité.  M.  Heine  donne  cette 
démonstration  qui  repose  sur  la  classification  ahéliennc 
des  irrationnels:  classification  trop  peu  connue  pour  que 
nous  puissions  donner  relte  belle  démonstration  (*). 

ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES. 

9.  Soit 

f{x,  :))  —  o 

une  équation  algébrique  en  x,  y\  si  les  coefficients  sont 
irrationnels,  on  peut  toujours  la  ramènera  une  autre 
éqiiation  où  les  coefficients  sont  rationnels  et  entiers.  L'é- 
quation peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

(i;     /(■^»J)  =  Ao/""-!- A,  j'—H-.  ..+  A^_,  j -h  A„  =  G, 

les  A  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de 
j:;  soient  rto,  «i,...,<7,„  les  valeurs  de  ces  diverses  fonctions 
A  en  V  faisant  x  =  o,  valeurs  qui  sont  des  nombres  en- 
tiers, ainsi  : 

(2)    /(o,;-)=  fl, /"■+ o,  /""-'-h  a.  r'"-^.    iim-x  y  +  a„., 

l'équation  (1)  résolue  par  rapport  à  y .  donne  vi  i-acines, 
chacune  fonction  de  x\  supposons  qu'une  de  ces  racines, 
que  nous  désignons  par  ^i,  puisse  se  développer  suivant  des 
puissances  croissantes  de  a:,  à  coefficients  rationnels,  de 

(*)  On  trouvera  cette  classilication  dans  la  nouvelle  édition  de  XWsièhic 
fupcncurc. 
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sorte  que 

(  3  )  jr.  =  Co  -h  c,  jr  H-  <-2  x-  +  .  .  .  +  c„  .r"  + .  .  .  , 

les  c  sont  des  nombres  rationnels  en  nombre  infini. 

10.  Théorème.  Les  dénominateurs  des  nombres  Cq, 
Cl,  etc.,  ne  renferment  quun  nombre  limité  de  diviseurs 
premiers. 

Démonstration.   Faisons 

a:  =  o, 
nous  aurons 

r.  =  fa  ; 

donc,  d'après  l'équation  (2), 

(  4  )  /(  Ji>  o)  =  a,  c'"^  -t-  a,  c"'~'  +  .  .  .  4-  «m  =  o. 

Substituant  la  valeur  de  }'i  dans  l'équation  (i),  on  a 

/(  -^j  Ji  )  =  Ao  (c„  -f-  c,  ,r  +  .  .  .  +  c„  .v"-}-  ...  ; 
4- A,  (C(,+ c,  x  +  .  .    +f„a:"H- .  .  .) 

o, 

4-  A„_,  («"o  4-  C|  x  -h .  .  .  +  r„  ^"  -4-  .  .  .  ^ 


comme  c'est  une  identité,  les  coefficientsdes  puissances  de 
X  doivent  s'anéantir.  Supposons  n  plus  grand  que  le  de- 
gré de  X  dans  A,„  5  alors  le  coefficient  de  x"  renferme  deux 
parties  : 

1  •■* partie.  r„    ma„c'^~'  -\- m  —  1  .«,  cJ~'H-....  2r/„,_2C„H-Om_i  h 

car  A,„  ne  fournit  rien  ; 

1''  partie.  Les  termes  fournis  par  les  divers  A  combi- 
nés avec  les  c  depuis  Co  jusqu'à  <-„_i. 
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Supposons  que  le  nombre  premier  j)  paraisse  pour  la 
première  J'ois  dans  le  dénominateur  de  c„  ;  la  somme  des 
deux  parties  devant  être  nulle,  la  deuxième  partie  ne  peut 
pas  renfermer^  au  dénominateur,  car  elle  ne  contient  pas 
de  c„;  il  s'ensuit  que  p  doit  aussi  disparaître  dans  la  pre- 
mière partie  ,  donc  p  doit  diviser 


Or  cette  expression  est  la  dérivée  de  Téquation  (4)-  Si 
donc  celte  équation  n'a  pas  de  racines  égales ,  la  dérivée 
n'est  pas  nulle  et  a  une  valeur  finie  5  donc  tous  les  fac- 
teurs premiers  qu'on  rencontre  dans  les  dénominateurs 
à  partir  de  c„,  divisent  une  même  expression  finie.  Ils 
sont  donc  en  nombre  Uwité.  Il  faut  y  joindre  les  divi- 
seurs qui  sont  fournis  par  les  dénominateurs  qui  précè- 
dent c„  et  qui  sont  évidemment  en  nombre  limité;  donc 
les  dénominateurs  en  nombre  infini  Co,  c,,  etc.,  étant 
simplifiés,  ne  renferment  qu'un  nombre  limité  de  facteurs 
premiers.  c.   Q.  F.  d. 

Eisenstein  dit  que,  lorsque  l'équation  (4)  a  des  racines 
égales,  le  développement  en  séries  suivant  des  puissances 
croissantes  de  x  est  impossible.  M.  Heine  fait  voir  que 
cette  assertion  n'est  pas  exacte  et  que  le  théorème  subsiste 
encore  lorsque  l'équation  (4)  a  ^^^  racines  égales. 

11.  Il  s'ensuit  que  toute  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  qui  renferme  dans  les  dénomi- 
nateurs un  nombre  indéfini  de  facteurs  premiers ,  ne  sau- 
rait être  ni  le  développement  d'une  fonction  algébrique, 
ni  même  la  racine  d'une  équation  algébrique  5  or,  log  x, 
arc  tango:,  sin  .r,  e',  etc.,  se  développent  en  séries,  où 
les  dénominateurs  renferment  un  nombre  illimité  de  fac- 
If  urs  premiers  ;  donc  ces  fondions  ne  sont  ni  algébricjues , 
ni  racines  d'une  fonclion  algébrique 
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liciiiaïquc .  L  ne  mort  préinalurée  a  empèclié  Eisensteiu 
(le  donner  la  démonstration  de  ces  importants  théorèmes , 
surtout  en  ce  qui  concerne  les  équations. 


RAPPORT  RU  DIAMETRE  A  LA  ClRCO\FERE^CE , 
D'APRÈS  PTOLÉMÉE. 


Ptoléniée  divise  la  circonférence  en  36o  degrés,  chaque 

degié  en  O'o  minutes,   etc.  11  divise  de  même  le  rayon 

égal  à  l'unité  en  60  parties  égales  ;  chacune  de  ces  parties 

en  60  nommées  aussi  minutes,  etc.,  et  il  trouve  que  la 

I  2         5>o 

corde  de  l'arc  d'un  degré  est  égale  à  -^ — h  ■?. h  -k—  du 

°  °  00       do'       00^ 

rayon ,  ou  1°  2'  5o",  et  si  nous  admettons  que  cet  arc  ne 

diffère  pas  sensiblement  de  sa  corde  ,  l'arc  de  60  degrés  a 

donc  pour  longueur   i  +  ^ — h  ç~2   ^^   rayon ,   ou  bien 

i''  2'5o''  du  rayon.  Donc  la  demi-circonférence  de  rayon 
I  ou  bien  la  circonférence  entière  de  diamètre  1  est 


ou  bien 


o  o 

DO         DO- 


11- 


3-^=3,141666. 


I20 

t(,'l  est  le  "K  de  Ptolémée, 

17  __  377  _  355  +  22 
1 20       1 20         1 1 3  -H  7 

On  obtient  donc  le  rapport  de  Ptolémée  en  ajoutant  terme 
à  terme  le  rapport  d'Archiinède  à  celui  d'Adrien  Metius  . 
le  rapport  de  Ptolémée  est  compris  entre  eux. 
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Mais  Ptolémée  ne  s  occupe  pas  de  ;:,•  son  but  est  de 
calculer  une  Table  des  cordes  qu'il  donne,  en  procédant 
par  demi-degré ,  depuis  3o  minutes  jusqu'à  i8o  degrés; 
il  y  ajoute  une  Table  des  trentièmes  des  différences  suc- 
cessives entre  les  cordes.  A  cet  effet,  il  calcule  d  abord, 
par  la  construction  connue,  les  côtés  du  décagone  et  du 
pentagone  : 

corde  de  36"  =  87' 4"  55'", 
corde  de  72"  =  110°  Sa'  o"  56'"; 

puis  il  établit  le  théorème  connu  sur  la  relation  entre  les 
diagonales  et  les  côtés  du  cjuadrilatère  inscrit,  et  part 
de  ce  théorème  pour  trouver  d'abord  la  corde  de  la  dif- 
férence, et  ensuite  la  corde  de  la  somme  des  deux  arcs 
dont  on  connaît  les  cordes  respectives  et  aussi  pour  cal- 
culer la  corde  de  la  moitié  d'un  arc.  Ainsi ,  au  moyen 
de  la  corde  de  72  et  de  60  degrés  ,  il  trouve  la  corde  1 2  de- 
grés, et ,  de  là ,  par  des  bissections  successives ,  il  parvient 
à  trouver 

corde  i"3o'  =  1°  34'  i5", 


c'est-à-dire 


(±  ^  M. 


\6o+S+ê3^) '■"''""' 


puis  il  démontre  que,  lorsque  lare  h  est  plus  grand  que 
l'arc  «2,  on  a  l'inégalité 

corde  b       b 

— j —  <C  ~  ' 

corde  a        a 

et  il  a  besoin  de  ce  théorème  pour  trouver  par  approxima- 
tion la  corde  de  3o  minutes  ou  -  degré;  il  procède  ainsi  • 

la  corde  de  45'  =  -  corde  i  "  3o'  =  corde  j  de  degré  =r  o"  4?'  ^' • 


Oi 


{ 

'i55 

) 

^" 

corde 
corde 

1 

< 

3 

2  " 

corde 

"3" 

< 

4. 

3' 

corde  -^ 

4 


4        .    3° 
corde  de  i"  <C  ô^<^''f'^  t' 
3  4 

Il         -.2         ,3 
corde  de  i  °  I>  7:  corde  —  : 

ces  deux  limites  étant  égales  jusqu'aux  secondes,  on  a 
sensiblement 

corde  i"  1=  i"  2  5o   =  L^ h  ;: h  -7. —     rayon. 

\oo       00'        60  Y 

Connaissant  la  corde  de  i  degré ,  il  calcule  celle  de  3o  mi- 
nutes, et  ensuite  la  Table  des  cordes  qui  procède  par 
3o  minutes. 

[Composition  mathématique  f/e  Claude  Ptolémée.  Tra- 
duction de  Halnia,  t.  I,  liv.  i,  p.  36.) 


QUESTIONS  DU  SE^ATE-HOISE, 

Univorsité  de  Cambridge 

(voir  p.  192  )■ 


Les  examens  durent  huit  jours  -,  les  questions  des  trois 
premiers  jours  sont  plus  faciles  que  celles  des  cinq  der- 
niers jours  5  ce  qui  partage  les  questions  en  deux  parties. 
La  première  catégorie  roule  sur  Euc/idc  ,  l'algèbre,  la 
trigonométrie,  les  sections  coniques,  la  statique,  la  dy- 
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namitjue,  etc.,  Newton ^  hydrostatique,  optique,  astro- 
nomie, La  seconde  catégorie  se  compose  de  questions  sur 
Euclide,  algèbre,  trigonométrie  plane,  trigonométrie 
sphérique,  théorie  des  équations,  géométrie  à  deux  di- 
mensions, calcul  différentiel ,  calcul  intégral,  géométrie 
à  trois  dimensions ,  équations  dilTérentielles .  intégrales 
définies,  calculs  aux  dillérences  finies,  statique,  dyna- 
mique d'une  molécule,  dynamique  des  solides,  hydrosta- 
tique, hydrodynamique,  optique  géométrique,  astrono- 
mie, mouvement  troublé,  attractions,  optique  physique, 
calcul  des  variations.  Nous  publierons  les  principales 
questions  proposées  depuis  1848,  et  qui  font  un  singulier 
contraste  avec  la  nugatoria  vos  de  certains  examens.  Les 
questions  intitulées  Euclide  sont  des  problèmes  de  géo- 
métrie résolus  par  la  méthode  des  Elementa ,  et  celles 
qui  sont  intitulées  Newton  sont  des  problèmes  de  dyna- 
mique résolus  par  la  méthode  des  Principia.  Car  de  l'autre 
côté  de  la  Manche  on  sapplique  avec  raison  à  entretenir 
la  culture  de  la  géométrie  pure  aussi  bien  que  celle  de  l'a- 
nalyse pure.  Que  veul-on  nous  faire  cultiver  decc  côté-ci.^ 
L'arithmétique  dubanquier,  la  géométrie  du  propriétaire, 
la  mécanique  du  maître  de  forges  et  l'algèbre  de  personne, 
car  l'art  cossique,  que  nos  ancêtres  ont  acclamé  avec  un 
enthousiasme  lyrique,  n'est  qu'une  rêverie  inutile  pou- 
vant accoutumer  l'esprit  à  s'intéresser  à  des  idées  abs- 
traites j  accoutumance  dangereuse.  Les  idées  concrètes, 
pratiques,  seules  sont  utiles,  profitables  ,  rapportent,  et 
Horace  nous  dit  : 

Si  res  sala  potest  facere  et  seivare  beatwn  , 
Hoc  prinius  repeins  opus^  lioc  postremus  oniittas. 

(Epist.  I,  VI,  47.) 

C  est  le  pivot  du  système  pédagogique  utilitaire. 


> 
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TEWPS  EMPLOYÉ  PAR  M  CALCULATEUR  EXERCÉ  POUR  FAIRE 
DIVERSES  OPÉRATIONS  ARITHMÉTIQUES. 


ADDITION. 

Écriture  et  calcul.     Preuve.     ToUil. 

Deux  nombres,  chacun  de  trois  chiffres 1 1"              i"          i3'' 

Deux  nombres,  chacun  de  sept  chiffres 2^"              5"         ?q" 

Dix  nombres  de  deux  à  quatre  chiffres  chacun    .  i'4i"            33"     2'  i4" 

Dix  nombres,  chacun  de  douze  chiffres 4'  ^6"        i'  i5"     5'4i  " 

Vingt  nombres,  chacun  de  deux  à  quatre  chiffres,  i' ^1"     26'             2'    8" 
Seize  nombres,  chacun  de  un  à  cinq  chiffres   et 

accompagnés  de  petites  fractions 2'  10"            34"     2'  44" 

SOUSTRACTION. 

Deux  nombres,  chacun  de  trois  à  sept  chiffres.  .  i3"             3''          iG" 

Deux  nombres,  chacun  de  quatorze  chiffres.  .  .  .  4^'              9"          ^7" 

MULTIPLICATION , 

Trois  chiffres  par  deux  chiffres 1 3" 

Sept  cliiffres  par  un  chiffre 23" 

Cinq  chiffres  par  deux  chiffres 36" 

Cinq  chiffres  par  quatre  chiffres i' 

Sept  chiffres  par  quatre  chiffres i'  3o" 

Huit  chiffres  par  cin(j  chiffres i'  4'" 

Sept  chiffres  par  six  chiffres 2'  3i" 

Huit  chiffres  par  sept  chiffres 3'  24" 

Ann.  de  Mathémat,,  t.  XIIÎ.  (Juillcl  iS^'i  ) 


4" 

•7" 

6" 

29" 

i5" 

5i" 

27" 

i' 

27" 

45" 

2 

i5" 

58" 

2' 

39" 

1  '  20" 

3' 

5i" 

2'  55" 

G' 

^9" 

»7 

'  cl  calcul 

I 

reuvc. 

Total. 

i8" 

6" 

24 

i6" 

4" 

20" 

42" 

18" 

l' 

44" 

16" 

l' 

i'35' 

54" 

2' 29" 

2'  10" 

1' 

22" 

3'  32" 

Y  '9 

6 

25" 

.3' 44" 
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DIVISION. 

Vlcrii 

Dividende,  trois  cliiffros;  diviseur,  deux  chiffres 

trois  un 

cinq  quatre 

cinq  deux 

Iniit  cinq 

onze  six 

quatorze  huit 

quatorze  six 

Exemple  :  26  938479633  168  par  5i  7  245.    .  .  .      4'4o"       2' 48"     7'  28" 

Ces  noml)res  sont  extraits  d'un  ouvrage  allemaud  con- 
tenant la  description  d'une  machine  à  calculer,  inventée 
en  1786  par  un  nommé  IMuller,  capitaine  du  génie  en 
Hcsse-Darrastadt  :  ce  sont  des  moyennes  obtenues  sur 
plusieurs  calculateurs  exercés  et  sur  un  grand  nombre 
d'exemples.  Pour  de  petits  nombres,  la  plume  est  plus 
expédilive  qu'une  macliine  ;  mais  pour  de  grands  nombres, 
c'est  l'inverse.  \J arithmomètre  de  M.  Thomas,  de  Col- 
mar,  tel  qu'il  vient  de  le  perfectionner,  est  bien  l'instru- 
ment le  plus  ingénieux,  le  plus  commode  et  le  plus  por- 
tatif qu  on  connaisse  en  ce  genre.  Il  est  d'une  grande  uti- 
lité pour  opérer  sur  des  nombres  qui  dépassent  les  bornes 
des  Tables  logarithmiques  et  surtout  pour  vérifier  toute 
opération  sur  de  grands  nombres  -,  d'ailleurs ,  les  additions 
et  les  soustractions  ne  peuvent  se  faire  par  les  Tables  de 
logarithmes.  Leibnitz  a  recherché  une  telle  machine  toute 
sa  vie ,  et  y  a  dépensé  plus  de  viugt-quatie  raille  écus. 

Les  agents  inorganiques  possèdent  l'immense  avantage 
de  ne  pas  se  fatiguer. 

L'arlthniomètre  opère  la  multiplication  de  8  chiffres 
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par  8  chillrcs  en  18  secondes  ,  et  la  division  de  16  chidres 
pai'  8  chiffres  en  24  secondes. 

La  description  et  le  dessin  détaillé  de  la  machine  se 
trouvent  dans  le  Bulletin  de  la  Société  d'Encoiirage- 
nieiit,  année  i85i  ,  page  355. 

La  machine  de  Leibnitz  est  décrite  dans  les  Miscellanea 
Berolinensis ,  lyio. 


mn  Sl]R  11^  PROBLÈME  D  APPLICATION  DE  L'ANALYSE  A  LA 
GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  dieu. 

On  demande  souvent  de  déterminer  le  lieu  çéométrique 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  snr 
les  tangentes  à  une  courbe,  et  même,  il  y  a  quelques 
années  ,  on  proposait  des  cas  particuliers  assez  compliqués 
dans  les  examens  pour  l'Ecole  Polytechnique  ;  cette  ques- 
tion conduit  à  une  autre  qui  en  est  une  sorte  de  réci- 
proque, savoir  :  Quelle  est  la  courbe  telle,  que  le  lieu 
géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  sur  les  tangentes  soit  une  courbe 
donnée? 

On  peut  résoudre  ce  problème  de  deux  manières,  soit 
en  n'employant  que  les  principes  du  calcul  ditrérentiel 
(dérivées),  soit  en  faisant  usage  de  ceux  du  calcul  intégral. 

1°.  Soient  A  la  courbe  donnée  et  Pie  pointdonné.  Tirons 
PMdeP  à  im  point  quelconque  M  de  la  courbe  A,  etélevons 
à  PM,  par  le  point  M,  une  perpendiculaire  L;  on  peut 
considérer  L  comme  une  droite  qui  se  déplace  sur  le 
plan,  en  même  temps  que  M  glisse  sur  la  courbe  A  ,  avec 
les  deux  conditions  de  passer  toujours  en  M  et  d'être  per- 
pendiculaire à  PM;  or,  on  voit  facilement  ainsi  que  la 
courbe  ciierchée  X  est  Pcnvcloppc  de  la  droite  L. 

17- 
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Il  résulte  de  ce  raisomiemenl  que  ,  si  1  on  est  parvenu 
à  la  courbe  A  en  résolvant  le  problème  d'abord  cité,  par 
rapport  à  une  certaine  courbe  B  et  au  point  P,  la  solution 
du  prol)lème  inverse  sera  la  courbe  B;  car  un  même  sys- 
tème de  droites  ne  saurait  avoir  deux  enveloppes  diiïé- 
rentes.  Par  exemple,  lorsque  A  est  une  droite,  X  sera 
une  parabole  que  cette  droite  toucliera  en  son  sommet, 
et  le  point  P  sera  le  foyer.  Lorsque  A  est  une  circonfé- 
rence,  X  sera  une  conique  concentrique  à  cette  circon- 
férence, dont  le  point  P  sera  un  des  foyers  et  dont  l'axe 
focal  sera  égal  au  diamètre  de  la  circonférence  (ellipse,  si 
P  est  intérieur  à  la  circonférence  A  5  hyperbole,  si  P  est 
extérieur). 

2°.   Soient  encore 
(0  /(.^.)=o 

l'équation  de  A  ;  a  ,  [3  les  coordonnées  de  P  ,  cl  07,  y'  celles 
du  point  de  la  <  ourbe  demandée  X  correspondant  au 
point  (?,  y?)  de  A. 

^  ,  y] ,  x^  j  eij    =  —  doivent  satistaire  respectivement 

à  l'équation  (i)  ainsi  qu'aux  équations 

(2)     n  —  r —y  [^  —  x)=o,     j' (>3  —  p)  H- Ç  —  a  =  o, 

qui ,  en  regardant  | ,  r,  comme  des  coordonnées  courantes, 
représentent  la  tangente  menée  à  X  au  point  (x,  jy) ,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  cette  tangente.  Donc 
la  courbe  X  doit  satisfaire  à  l'équation  dilTérentielle  du 
premier  ordre 

que  l'on  obtiendra  par  lélimination  de  ^,  n  entre  les 
trois  précédentes ,  et  cette  courbe  n'est  d'ailleurs  analy- 
tiquement  astreinte  qu'à  cette  seule  condition. 

Lorsqu'on  aura  été  conduit  à  l'équation  (i)  par  le  pro- 
blème direct,  dont  l'énoncé  a  d  abord  été  rappelé,   par 
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rapport  au  point  P  et  à  uue  certaine  courbe  B ,  réquation 
de  cette  courbe  sera  toujours  une  solution  singulière  de 
l'équation  (3)  ,  et  l'intégrale  générale  sera  l'équation  des 
tangentes  dans  laquelle  il  n'entre  d'autre  paramètre  arbi- 
traire que  le  coefficient  angulaire.  En  efièt,  ces  deux 
équations  doivent  satisfaire  à  l'équation  (3),  car  la 
courbe  B  et  ses  tangentes  possèdent  la  propriété  géomé- 
trique que  l'équation  (3)  exprime,  et  l'équation  des  tan- 
gentes, qui  contient  une  arbitraire  (le  coefficient  angu- 
laire) ,  est  l'intégrale  générale  ,  taudis  que  l'équalion 
de  15,  qui  ne  contient  pas  d'arbitiaire  et  ne  peut  se  dé- 
duire de  celle  des  tangentes,  en  attribuant  une  valeur  par- 
ticulière au  coefficient  angulaire,  est  une  solution  parti- 
culière. 

Enfin,  même  quand  l'équation  (i)  est  donnée  à  priori, 
il  i^ésulte  des  principes  connus  qu'il  y  a  des  lignes  dont 
l'équation  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3).  Or, 
si  ces  lignes  étaient  des  courbes,  l'équation  des  tangentes, 
dans  laquelle  se  trouverait  nécessairement  la  même  arbi- 
traire que  dans  l'équation  de  ces  courbes,  outre  le  coef- 
ficient angulaire  qui  est  tout  à  fait  indépendant  de  cet  ar- 
bitraire, satisferait  aussi  à  l'équation  (3)',  mais  cela  est 
absurde,  car  l'équation  la  plus  générale  qui  puisse  satis- 
faire à  une  équation  dillérentielle  du  premier  ordre  ne 
doit  contenir  qu'une  seule  arbitraire;  donc  rintégrale 
générale  de  V équation  (3)  sera  toujours  de  Informe 

(4)  j  =  A^  +  -^(),), 

il^  (X)  étant  une  fonction  qui  dépendra  de  la  nature 
de  A  ,  et  l'on  aura  V équation  de  X  par  l'élimination  de 
1  entre  cette  équation  et 

x  +  ^'  (  >  )  =  o , 
<r après  la  théorie  des  solutions  singulières. 
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APPLICATIÔKS. 

I.  La  ligne  A  est  une  droite.  En  prenant  celle  droiie 
pour  axe  des  y  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P 
pouj-  axe  des  x,  on  trouve  facilement  que  l'équation  (3) 
est,  dans  ce  cas, 

X}  '^  —  y  y'  +  a  =  G. 

Si  Ton  pose 

y  =  Ix  -+-  p. ,      doù     /'  =;  >, , 

il  vient,  en  suLslituani, 

(x).  —  a  :^  G  ,      d  ou      u  =  -  : 
par  conséquent,  1  intégrale  générale  est 

et  l'élimination  de  X  entre  cette  équation  ei  x  —  -  =  o 
donne 

II.  La  courbe  A  est  une  circonférence.  En  prenant 
pour  axe  des  x  la  droite  menée  du  centre  au  point  P,  et 
pour  axe  des  ^  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  droite 
par  le  centre,  l'équation  (3)  est 

{x'  —  R')  j'-  —  1  xyr'  +  j-  —  R^  +  a-  =  o  , 

R  désignant  le  rayon  de  la  circonférence.  Si  l'on  pose  , 
de  même  que  ci-dessus, 

JK  =  >.^  H-  p, 
il  vient,  en  substituant  puis  en  résolvant  par  rapport  à  \x^ 

f;i  =  ±  \/Rn-  H-  R-  —  «% 


tic  soiU*  <|ue  1  iutc'gialo  générale  csl 


y  =  lx±:  v'r-^  >.-■  +  R^  —  a-  ; 
ol  l'éliininatiou  de  1  entre  celte  équation   et 


v/R=  l'  -h  R'  —  ce' 
donne 

K'j'  +  (R-'  —  ^j  x'  =  R-^  (  R-^  —  a^). 

III.  La  courbe  A  est  nna  parabole  dont  le  point  P  est 
le  sommet.  En  prenant  pour  axes  des  x  et  des  y  l'axe  de 
la  parabole  el  la  tangente  au  sommet,  il  faut  éliminer  ^, 
yj  entre  les  équations 

«-—  2/J?  =  0,      Vî  —  j'ç  =  >•  —  .r/',     j'yi4-Ç  =  o, 

^>our  avoir  l'équation  (3)  qui  est 

On  obtient  facilement  l'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion ,  savoir 

J-:=).^ —  2/?a(i   +)>-), 

et  la  solution  singulière 

2      ,  ,4 


Z\l&p 


x—ip 


soit  de  la  manière  indiquée  pour  les  exemples  précédents, 
soit  par  le  procédé  de  la  dilïérentiation  (l'équation  dont 
il  s'agit  rentre  dans  le  type  connu  sous  le  nom  à^ équation 
de  Clairaut). 

Pour  la  développée  de  la  parabole  dont  le  paramètre 
«st  double  de  celui  de  la  parabole  A  et  qui  a  le  môme 
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sommet,  ainsi  que  le  même  axe.  on  trouve 

donc ,  pour  r  =  X ,  on  a 

y  I 

cette  relation  fait  parfaitement  connaître  la  forme  de  X. 

Njta.  Ces  applications  peuvent  se  faire  tout  aussi  simplement  par  la 
première  marche  qui  a  été  indiquée  et  qui  n'exige  que  la  connaissance  des 
premiers  principes  du  calcul  dilférentiel  ;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 


MÉLANGES. 


1.  Un  système  de  droites  parallèles  mis  eu  perspective 
devient  un  faisceau  convergent  vers  un  point.  Guido 
Ubaldi  a  le  premier  démontré  didactiquement  ce  théo- 
rème fondamental  dans  cet  ouvrage  :  Guidi  ÏJbaldi  e 
Marchionihus  inontis Perspectwalibi'i  sex.  .Pisaun\  apud 
Hieron.  Concordatn,  MDC ;  fol. 

La  proposition  est  sur  la  page  28  du  P'  livre.  M.  Pou- 
dra, chef  d'escadron  d'état-major  en  retraite,  géomètre 
éminemment  compétent  et  qui  s'occupe  d'un  Traité  his- 
torique et  didactique  delà  perspective  (*),  m'écrit  :  «  L'ou- 
»  vrage  de  G.  Ubaldi  est  d'un  savant  géomètre  qui  a 
»  envisagé  son  sujet  sous  toutes  les  formes*,  il  est  plus 
))  complet  et  surtout  plus  savant  que  nos  Traités  mo- 
M  dernes  de  perspective;  il  contient  une  méthode  de 
»  géométrie  descriptive,  et  beaucoup  de  choses  sont  de 
))  son  invention.  La  dernière  page  contient  un  tracé  des 
»  échelles  de  perspective.  Ainsi,  Desargues  n'en  est  pas 
»  l'inventeur  quoiqu'il  en  eût  fait  un  très-grand  usage. 
)»  Le  Vl*^  et  dernier  livre ,  consacié  à  la  perspective  des 

(*)  La  publication  est  à  désirer  dans  l'intérêt  de  la  science  et  de  l'art 
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«  ihéàtres,  est  fort  curieux.  Il  fait  connaître  les  moyens 
»  employés  par  les  artistes  poiu'  tracer  les  décorations. 
»  Ce  n'est  pas  de  la  perspective  plane ,  mais  sur  des  plans 
»  parallèles.  C'est  bien  un  commencement  de  perspective- 
»  relief  (*).  Ainsi,  il  indique  le  moyen  de  déterminer  le 
»  point  de  concours  de  toutes  les  droites  perpendiculaires  à 
»  la  toile;  mais  il  s'arrête  là.  Ce  qu'on  peut  leprocher  à 
»  cet  auteur,  comme  à  tous  les  savants  de  ce  temps-là , 
))  c'est  d'être  très-diffus ,  et  ses  vingt-trois  méthodes  pour 
))  déterminer  un  point  seraient  considérées  par  les  géo- 
))   mètres  modernes  comme  des  futilités.  » 

2.  Les  anciens  ne  connaissant  pas  la  gravité,  ne  pou- 
vaient s'enquérir  du  centre  de  granité.  Ils  ne  parlent 
réellement  que  du  centre  du  poids  (c'est  à  tort  qu'on 
traduit  ce  mot  par  gravité) ,  point  qu'il  faut  soutenir  pour 
que  le  corps  ne  tombe  pas.  C'est  la  définition  de  Pappus  : 
Dicimus  autem  centrwn  gravitatis  uniuscujusque  cor- 
poris  esse  punctwn  quoddain  intrapositwn  a  quo  si  grave 
dependens  mente  concipiatar  diini  fertur  qidescerit 
et  scrvat  eam  quamquam  in  principio  habebat  positio- 
nem  neque  in  ipsa  latione  circunwertitur  (lib.  Mil, 
page  449  5  Bononiœ  ^  i66o). 

M.  Libri  dit  que  c'est  Léonard  de  Vinci  qui,  le  pi^e- 
mier ,  a  déterminé  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
[Hist.  des  Math,  en  Italie^  tome  III,  page  36);  mais 
l'auteur  attribue  tant  de  découvertes  à  l'illustre  artiste  , 
qu'on  ne  sait  trop  à  quoi  s'en  tenir.  Il  faudrait  contrôler 
les  manuscrits  de  de  \inci  cpii  sont  écrits,  chose  bi- 
zarre ,  de  di^oite  à  gauche  comme  chez  les  Orientaux  de 
race  sémitique  [Oiw.  cité  ^  tome  III ,  page  36).  Frédéric 
Commandiu ,  le  célèbre  traducteur,  est  le  premier  qui 

(*)  Voir  un  Rapport  de  M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus,  i853,  2""* se- 
mestre, page  88o  ;  exposition  savamment  lucide  de  la  perspective-relief, 
yhjet  principal  de  l'ouvrage  de  M.  Poudra. 
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.lit  écril  ex  professa  sur  le  centre  de  gravité  des  solides , 
dans  son  ouvrage  :  De  ccntio  gravitatis  solidoriim. 

3.  On  lit  dans  le  m''  cahier  du  tome  XLV  ,  page  289 
{i853),  du  Journal  de  M.  Crelle  ,  un  Mémoire  sur  la 
cubalure  des  solides  trapézoïdaux.  Les  formules  et  les 
raisonnements  sont  identiques  aux  formulesetaux  raison- 
nements de  M.  Finck  (Nouvelles  Jnnales  ^  tome  MI, 
page  241 j  1848). 

4.  Pour  expliquer  la  possibilité  d'un  rapport  fini 
entre  quantités  infinitésimales  ,  on  se  sert  d'une  droite  in- 
scrite dans  un  triangle  parallèlement  à  un  côté  [Nouvelles 
Annales,  tome  XII,  page  295).  Un  érudit  géomètre ,  qui 
a  voulu  garder  l'anonyme,  fait  observer  que  ce  moyen  a 
déjà  été  indiqué  par  le  célèbre  d'Antony  dans  le  deuxième 
volume  de  son  Cours  de  Mathématiques  ^vihWé  en  italien 
en  1779,  à  l'usage  de  l'Ecole  d'artillerie  de  Turin.  Le 
même  érudit  ajoute  que  le  système  de  compensations  d'er- 
reurs proposé  par  Carnot  pour  expliquer  la  théorie  dif- 
férentielle, est  énoncé  formellement  dans  une  jNote  de 
Lagrange  annexée  à  un  Mémoire  du  père  Gerdil ,  qu'on 
trouve  dans  le  volume  des  Mélanges  de  Turin,  1760- 
1761.  Il  paraît  que  rillustre  analyste  ne  tenait  pas  beau- 
coup à  cette  idée,  car  il  n'en  dit  rien  dans  se>  Fonctions 
analytiques ^  ni  dans  ses  autres  ouvrages. 

o.  Décrivant  deux  cercles  égaux  ayant  pour  centre  les 
foyers  d'une  ellipse,  prenant  successivement  la  polaire 
réciproque  de  l'ellipse  par  rapport  à  ces  deux  cercles  di- 
recteurs ,  on  obtient  encore  deux  cercles  égaux,  symé- 
lri([ues  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse.  Par  une  demi- 
révolution  de  l'un  de  ces  derniers  cercles  autour  de  ce 
centre,  il  viendra  s'appliquer  sur  l'autre  cercle,  et,  au 
moyen  de  cette  opération ,  on  peut  transporter  des  pro- 
priétés métriques  de  l'ellipse  dans  le  cercle,  clvice  'vcrsâ. 
Exemples  :  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante 
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dans  l'ellipse;  à  celte  propriété  métrique  correspond, 
par  le  procédé  indiqué,  cette  autre  propriété  dans  le 
cercle  :  si  par  vm  point /ï.re  pris  dans  le  plan  du  cercle, 
on  mène  une  corde  quelconque  ,  la  somme  des  distances 
inverses  du  point  fixe  aux  deux  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  est  constante.  Les  angles  inscrits 
dans  le  même  segment  de  cercle  sont  égaux  5  la  propriété 
correspondante  dans  l'ellipse  est  (jue  les  deux  tangentes 
menées  parle  même  point  sont  également  inclinées  sur  les 
rayons  vecteurs  qui  passent  par  ce  point  ;  théorème  de 
IM.  Poncelet;  c'est  M.  Mannheim,  lieutenant  d'artillerie, 
qui  propose  ce  moyen  euristique. 

6.  iNJoliammed-ben-Moussa-x\lkliaresmi,  célèbre  mathé- 
maticien arabe  (+  812) ,  était  de  la  province  de  Kàresm, 
écrit  en  perse  et  en  arabe  Khovàresm,  mais  prononcé 
Khàresm.  M.  Regnaud,  le  célèbre  arabiste,  croit  que  c'est 
là  l'origine  du  mot  algoiisme  devenu  algorithme.  [Nou- 
velles  Annales ,  tome  \  ,  page  55^  .) 

7.  Le  célèbre  inventeur  des  logainihmes  a  commencé 
sa  carrière  par  où  Newton  a  fini  la  sienne.  L'ouvrage 
suivant  :  Explication  claire  de  tous  les  secrets  de  V Apo- 
calypse ou  Révélation  de  saint  Jean  ,  mise  en  français 
par  George  Thompson,  la  Rochelle  ,  1602,  in-4°  ,  est 
une  traduction  de  l'ouvrage  anglais  de  Napier.  Newton 
et  Napier  voient  le  pape  dans  l'Antéchrist  5  nés  sur  les 
bords  du  Tibre,  ils  y  auraient  vu  Luther  ou  Calvin. 

Une  excentricité  analogue  est  encore  ofTerte  par  un 
autre  homme  de  génie ,  par  le  célèbre  Stilïel,  moine  Au- 
gustin, devenu  ministre  luthérien  (voir  Noui^elles  Anna- 
les ^  tome  Y,  page  494)-  ^c  nombre  1160  se  rencontre 
deux  fois  dans  l'Apocalypse  (xi,  3;  xii,  6)  ;  Stifïel  écrit 
les  27  premiers  nombres  triangulaires  à  commencer  par 
I  et  à  finir  par  276,  successivement  au-dessus  des  27 
lettres  de  l'alphabet,  rangées  en  ordre,  les  lettres  j  et  n 
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sont  omises.  Ensuite,  il  compose  celte  phrase:  vae  tihi 
papa  vae  tibi.  II  remplace  chaque  lettre  par  le  nombre 
triangulaiie  correspondant;  la  somme  se  monte  exacte- 
ment à  1260  (*).  De  telles  aberrations,  chez  de  telles  in- 
telligences, doivent  nous  disposer  à  l'indulgence  pour  les 
aberrations  d'hommes  ordinaires,  telles  que  nous  en 
voyons  de  nos  jours.  On  a  dit  que  les  tables  parlantes 
pouvaient  constituer  des  relations  avec  l'enfer,  dites  avec 
Charenton. 

8.  Chaire  Lucasienne.  Les  statuts  de  cette  chaire ,  fon- 
dée au  collège  de  la  Trinité  à  Cambridge  ,  par  le  chevalier 
Lucas,  sont  du  19  décembre  i663,  et  ont  été  approuvés 
par  Charles  II  le  8  janvier  1664.  Newton  fut  nommé  profes- 
seur Lucasien  le  29  octobre  1669,  à  l'âge  de  vingt-sept  ans. 
Le  professeur  est  tenu  de  donner  par  semaine  une  leçon 
d'environ  uneheure  ;  en  outre,  il  est  tenu,  deux  jours  par 
semaine,  de  laisser  libre  accès  dans  son  cabinet  pendant 
deux  heures  à  ceux  qui  viennent  le  consulter,  et  de  donner 
les  réponses  de  bon  cœur:  n  Per  duas  horas...  ommbus 
dlunicutisultaris  vacare,  liberumadeuntibus  aperto  cubi- 
culoaccesswn  prœberc,  cïrca  propositasipsi qiiœxtiones  et 
difflcuhates  liaud  gravate  respondere.  »  Les  deux  jours 
sont  réduits  à  un  seul  pendant  les  vacances  si  le  professeur 
est  en  résidence . 

Ces  dispositions  réglementaires,  quand  il  s'agit  du  haut 
enseignement,  me  semblent  souvent  plus  utiles,  plus 
importantes  que  le  cours  même,  et  devraient  être  adoptées 
dans  les  Facultés  et  surtout  au  Collège  de  France. 

9.  M.  Genocchi  cite  M.  Ménabréa  (tome  XII, 
page  260).  C'est  à  propos  d'un  Mémoire  que  ce  savant  a 


(*)  11  prenait  un  bain  et  faisait  calculer  son  domestique:  il  sortit  tout 
nu  pour  vérifier  le  résultat,  et  l'ayant  trouvé  juste,  il  se  livra  à  des  accès 
de  joie  dignes  de  cette  folie. 
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publié  à  Turin  eu  18447  *^^  Mémoire  a  pour  titre  :  Mé- 
moire sur  la  série  de  Lagrange,  par  L.-F.  Ménabréa, 
capitaine  du  génie  militaire,  il  est  extrait  des  Mémoires 
de  r académie  des  Sciences  de  Turin^  tome  VIII,  série  2. 
Je  dois  ce  renseignement  à  M.  l'abbé  Lecointe. 

10.  Dans  les  Archives  de  Mathématiques  de  M.  Gru- 
nert  (tomeXM,  pages  67;  i85i),  M.  J.  Dienger,  pro- 
fesseur de  l'Ecole  Polytechnique  de  Carlsrulie,  donne 
des  démonstrations  très-simples,  claires  et  rigoureuses  des 
théorèmes  à' addition  des  fonctions  abéliennes  j  démons- 
trations suivies  d'applications  aux  fonctions  elliptiques. 
Nous  donnerons  ces  démonstrations ,  si  les  abonnés  en 
témoignent  le  désir. 

il.  <^à;  fioi  -TCH  (7TU  k-ukUu  Ttjv  y/i'j  ;  Donue-moioùjepuisse 
rester,  et  je  meus  la  terre.  Parole  d'Archimède  citée  par 
Pappus,  dans  ses  chapitres  sur  la  mécanique. 

12.  Dans  une  Note  à  l'article  Ramus  [Biographie 
Michaud),  P^ge  63,  le  consciencieux  et  érudit  M.  Weiss 
nous  apprend  que  J.  Guillaume  de  Bonheim,  écrivain  con- 
temporain, ci  té  par  Freytag(y^r//jarrt/</.y///ïer<7/7«5,  p.  5i), 
dit  c[ue  Charpentier  fut  non-seulement  étranger  au  meur- 
tre de  Ramus ,  mais  qu'il  témoigna  la  plus  vive  douleur  en 
apprenant  la  mort  d'un  si  grand  homme,  l'ornement  de 
l'Université.  Nous  aimons  à  pouvoir  elfacer  une  imputation 
répétée  par  tant  d'historiens  [voir  tome  XII,  page  298, 
note). 

13.  Alkhayyami  est  mort  en  Siy  de  l'hégire,  ce  qui 
correspond  à  l'année  11 23,  d'après  ce  que  rapporte 
M.  Sédillot,  dans  ses  prolégomènes  des  Tables  d'Oloug- 
Beg,  page  244  [Nouvelles  Annales ,  pages  i52  et  i56). 

{A.  OnVil  [Nouvelles  yJn/iales  ^  tome  XIII,  page  1 58)  : 
il  y  a  autant  de  décompositions  (en  sommes  de  deux  car- 
rés) pour  un  nombre  ;/  que  ])Our  son  double.  On  a  adressé 


(  2  7«'  ) 
robjection  suivante 

845o=  i3^  +  91'  =  23"  +  89^=  35  -f-  85-' 
=  47'  +  79'  =  65-  +  65- 

en  tout  cinq  décompositions:  tandis  que  pour  la  moitié  , 
on  n'a  que  ces  quatre  décompositions 

4225  =  16^  -t-  63'  =  25'  +  60"  =  33^  +  56'  =  3a'  +  52', 

mais  on  a  omis 

4225  =r  o'  +  65'. 

15.  M.  Parion  (Faubourg-Saint-Denis,  69).  indique 
sur  une  page  litbograpliice  le  moyen  suivant  pourfacililer 
l'addition  de  longues  colonnes  de  cbiffres;  quand  ou  a 
atteint  20,  on  fait  un  point  au  crayon,  a6n  de  pouvoir 
l'effacer  5  puis,  on  continue  l'addition,  en  ajoutant  seule- 
ment l'excédant  du  nombre  20;  ensuite,  on  ajoute  à  la 
colonne  suivante  un  nombre  double  de  celui  dos  points 
ainsi  marqués.  Si  la  colonne  a3/i  cliiffrcs,  le  nombre 
maximum  des  points  est  //. 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  255 

(  voir  t.  XI,  p.  SIV  }  ; 

Par  m.  E.  COMBESCURE, 

Professeur    (  New- York  ). 


Si  l'on  substitue  dans  l'équation  polaire  d'une  droite 
r^  au  lieu  du  rayon  vecteur  /•,  et  2W  au  lieu  de  l'angle  po- 
laire w,  on  obtient  1  équation  d'une  hyperbole  équilatère. 
D'une  manière  analogue,  en  substituant  y/ — i  (tang^r)^ 
pour  tang  ^  /'  et  20)  pour  w,  dans  léquation  polaire  splié- 
rique  d'un  grand  cercle,  et  en  changeant  les  constantes 
de  manière  que  les  imaginaires  disparaissent,  oïi  tombera 
sur  l'éqnaiion  d'une  livperbole  sphérique.  (Strebor.) 
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L'IiyperLole  équilalère  sphérique  peul  être  considérée 
comme  l'intersection  de  la  sphère 

et  de  rhyperboloïde 

son  équation  entre  le  vecteur  sphérique  /'  et  la  longitude  &> 

sera  donc 

I  H-  ces-  r 

— : i^  a  cos  2w. 

sin'  r 

L'équation  générale  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
est,  dans  le  même  système  de  coordonnées, 

col  /•  =  A  ces  (  w  —  a  ) , 


ou 

I  —  lanu"  4  f 


A  cos  (  oj  —  a  ) . 


2  tan;;-JA 

En  y   substituant  y''  —  i    tang^  }  /•  pour   tang  ^  /•,    cette 
équation  devient 

I  -4-  tan"'  \  r 

■ — -= — =  A  cos  (  2  w  —  a  )  , 

2  y  —  I  tang^  \  r 

où  l'on  a  remplacé  aussi  w  par  2  w.  Or, 

1  I  —  cos  r 
tang-  -  r  = ; 

2  I  +  cos / 

et,  conséquemment , 

(i  —  cos  r)-  H-  (i  +  cos  r)" 

2  v^ —  ï  (i  +  cos  r)  (i  —  cos/-' 
ou 

I  +  cos^  / 


=  A  cos  (2&J  —  a), 


sin-  r 


=  A  y  —  i  cos  (2w  —  a). 


Mettant  a  pour  A  s/ —  i ,  et  supposant  nulle  la  constanle  a, 
on  retombe  sur  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  sphé- 
ri([ue,  ainsi  qu'il  était  proposé  de  le  vérifier. 
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TABLES  DES  VALEIRS  DE  A'  o-. 


etr 


A"  o'"  est  la  valeur  A"  x'"  en  y  faisant  x  =  o  ; 


S"  o'"  =r  //'" (  «  —   •  )" 


n  [n  —  I  )  ('^  —  ^  ) 


(«-3)" 


I  .2,3 

(Lacroix  ,  Calcul  des  cliffér.,  n°  86.  ) 

Comme  ces  valeurs  reviennent  très- souvent  dans  le  calcul 
aux  différences  finies  (maintenant  employé  dans  la  réso- 
lution numérique  des  équations) ,  nous  croyons  utile  de 
donner  la  Table  suivante  consignée  (page  9)  dans  cet  excel- 
lent ouvrage  :  A  collection  of  exaniples  oj  the  appli- 
cations ofthe  calculas  ofjinite  différences,  by  J.-F.-W. 
Herschel  j  Cambridge  ,  1820,  in-8°  de  ^1  pages. 


û' 
0" 
0' 

0* 
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0' 

A' 
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3o 
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A' 
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6 

36 

24 
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240 
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540 
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1800 

720 
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8400 

16800 
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5o4o 

0' 

0'° 
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5io 
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40824 

126000 

191 520 

141120 

4o320 

iSi5o 
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1 451 520 

362880 
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16435440 

29635200 

30240000 

16329600 

3628800 

1 
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On  a 

S".o"     =  I 


^".0"+'  =  1.2.3...  «-fi.-; 

2 
A"  .  o"+-  =    1.2    3...    «  +  2 

A"  .  0"+'  =r    I  .  2  .  3  .  .  .    rt   -}-  3  , 

A\o''+'  =    1.2.3...    //+4. 


3«'+« 

w'  -t-  «' 

1 5  «'  +  3o  /r  +  5  «^  —  2  ^ 


5760 

(Lacroix,    Cal.  di//.,  p.  861,  946); 
lorsque  «  est  très-grand,  on  a  les  valeurs  approchées 


A".^         —    \'7.TT-   fl-     (    - 

A".  0""*"'  =  -^^ 

2 

v/2  TT 

A".  0"+- 


8      " 

V  2  77 

A".  0"+^  =  V-  •   '' 

49 

A  la  fin  de  l'ouvrage,  on  trouve  Examples  of  the  solu- 
tions offonctional équations,  by  Charles  Babbagej  c'est 
le  célèbre  inventeur  de  la  machine  mathématique  la  plus 
universelle,  la  plus  prodigieuse  qu'on  ait  jamais  ima- 
ginée*, elle  calcule  une  série  cjuelconque  dont  on  con- 
naît la  loi  par  différences. 

Sir  John  Hcrsrhel  est  le  célèbre  astronome  auteur  de 
l'article  Lumière  dans  V Encyclopédie  métropolitaine  , 
directeur  de  la  Monnaie,  poste  occupé  jadis  par  Newton. 
C'est  un  des  esprits  les  plus  vastes,  un  des  caractères  les 
plus  beaux,  les  plus  élevés  ([ue  possède  l'Angleterre,  L'ou- 
vrage cité  ci-dessus  est  extrêmement  instructif  pour 
Ami  de  Mnthémat..  t.  XII!.  (Juillet.  i854.)  18 
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s'exereer  au  «alcul  par  tlifférence ,  clireit  el  inverse.  Ce 
sir  John  Herschel  esl  le  fils  illustre  de  l'illustre  William 
Herschel  Uranus.  Rappelons ,  en  passant,  que  la  première 
idée  de  Herscliel,  en  découvrant  sa  planète,  était  de  lui 
donner  le  nom  de  son  bienfaiteur  ,  le  roi  Georges  :  cet 
homme  avait  aussi  du  qénie  dans  le  coeur. 


ÉTIDE    GÉOMÉTRIOIE. 

Sur  les  courbes  engendrées  par  le  mouvement  de  repta- 
tion,,  pour  servir  d' éclaircissement  à  plusieurs  passages 
des  OEuvres  de  Jean  Bernoulli. 

Par  m.  PROUHET, 

Professeur. 


Les  OEuvres  de  J.  Bernoulli  (*)  renferment  plusieurs 
théoièmes  d'une  rare  beauté ,  qui  excitèrent  dans  le  temps 
l'admiration  de  Leibnitz,  mais  qui,  négligés,  à  ce  qu'il 
paraît,  par  leur  propre  inventeur,  ne  tardèrent  pas  à 
tomber  dans  un  oubli  presque  complet  (■*'*).  M.  Terquem, 
à  l'érudition  duquel  ils  n'avaient  pas  échappé,  m'ayant 
engagé  à  en  rétablir  la  démonstiation ,  j'ai  cherché  à  re- 
construire la  théorie  même  du  grand  géomètre,  à  l'aide 
d'indications  puisées  dans  ses  OEuvres.  Du  reste,  les  pas- 
sages cités  faisaient  connaître  le  principe  même  de  la  mé- 
thode. Toute  la  difficulté  résidait  dans  un  lenime  (IX) 
non  énoncé  par  Bernoulli,  mais  qu'une  étude  attentive 
de  la  question  ne  pouvait  manquer  de  faire  découvrir. 


(*)  JoHANMS  Bernoulli  Opéra  omuia.  Laiisanna?  et  Genevsc ,  l'i'^i,  t.  I  , 
art.  26  ,  72,  74  >  77  à  83.  On  peut  aussi  consulter  le  Lcihniiii  et  Bemoullii 
Commercium  philosophicum  el  mathematicum. 

(*•)  Bernoulli  est  mort  on  i/'iS,  et  son  dernier  article  sur  le  niouvc- 


I 
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Une  fois  en  possession  de  ce  lemme ,  on  arxive  sans  peine 
à  une  formule  d'approximation  très-élégante  et  dont  la 
démonstration  semblait  exiger  l'emploi  d'une  analyse  plus 
relevée. 

Legendre  (*)  est,  à  notre  connaissance,  le  seul  auteur 
qui  ait  démontré  les  théorèmes  de  Bernoulli.  Il  arrive, 
en  elFet,  par  l'emploi  des  séries,  à  la  formule  d'approxima- 
tion dont  nous  venons  de  parler  ;  mais  son  analyse  nous 
parait  incomplète.  En  donnant  deux  valeurs  approchées 
d'un  arc  de  courbe,  il  n'indique  nullement  à  quel  carac- 
tère on  reconnaîtra  qu'elles  comprennent  l'arc  considéré. 
Là  est  peut-être  le  secret  d'une  sorte  de  paradoxe  analy- 
tique dont  Legendre  ne  semble  pas  donner  une  explica- 
tion très-satisfaisante. 

§  L  —  Du  mouwenieut  de  reptation  en  général. 

Définitions.  1.  Lorsqu  une  courbe  B  se  meut  parallè- 
lement à  elle-même  et  de  manière  à  être  toujours  tan- 
gente à  une  courbe  fixe  A,  on  dit  que  B  rampe  sur  A 

2.  Le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  du  plan  de  la 
courbe  B  est  appelé  reptoire  (reptoria). 

3.  La  courbe  mobile  est  dite  ramper  extérieurement 
ou  intérieurement  sur  la  courbe  fixe ,  suivant  que ,  dans  le 
cours  du  mouvement,  les  deux  courbes  sont  situées  de 
part  et  d'autre  de  la  tangente  commune  ou  du  même  côté. 
Suivant  que  l'un  ou  l'autre  cas  a  lieu,  la  reptoire  engen- 
drée est  dite  extérieure  ou  intérieure. 

4.  L'angle  formé  par  les  normales  menées  aux  extré- 

nient  de  reptation  [motus  reptorius)  est  de  1709  (Lettre  à  Leibnitz).  Cette 
Lettre  se  termine  parées  mots  :  Alia  mirahiliora  inaliam  occasionem rejero. 
Mais  il  n'a  rien  paru  de  ces  choses  plus  admirables  dans  les  OEuvrcs  pu- 
bliées du  vivant  de  l'auteur. 

(*)  Tlicorir  des  Fondions  elliptiques ,  t.  M.  Appindice. 

18. 


0 
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mités  d'un  arc  de  courbe  est  nommé  1  anipUtude  decetarc. 

Le  mot  amplitude  n'a  pas  ici  la  même  signification  que 
dans  la  Théorie  des  FonctioJis  elliptiques.  Nous  nous  en 
servirons  toujours  dans  le  sens  que  lui  attribue  Bernoulli , 
à  moins  que  nous  n  avertissions  expressément  du  con- 
traire. Le  point  de  rencontre  des  normales  extrêmes  se 
nommera  le  centre  d' amplitude . 

5.  Dans  le  mouvement  de  reptation,  les  divers  points 
d'un  arc  de  la  courbe  rampante  sont  amenés  successive- 
ment au  contact  en  divers  points  d'un  arc  d'égale  ampli- 
tude de  la  courbe  fixe.  Ces  deux  arcs  sont  appelés  arcs 
générateurs  de  l'arc  correspondant  de  la  reptoire. 

Théorème  I.  Dans  tout  mouvement  de  reptation,  deux 
points  quelconques  du  plan  de  la  courbe  mobile  décrivent 
des  reptoires  égales  et  semblahlement  placées. 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  longueur  et 
V orientation  de  la  droite  qui  unit  ces  deux  points  ne 
changent  pas  dans  tout  le  cours  du  mouvement. 

Théorème  II.  La  tangente  en  un  point  de  la  reptoire 
est  parallèle  à  la  tangente  qui  est  actuellement  com- 
mune aux  deux  courbes  génératrices . 


«: 
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Puisque  les  reploires  engendrées  par  les  divers  points 
de  la  figure  mobile  sont  égales  et  semblablement  placées, 
considérons  comme  point  décrivant  le  point  de  contact  M 
des  deux  courbes  A  et  B  [fig-  i)-  Je  dis  que  la  tan- 
gente à  la  reptoire  en  ce  point  n'est  autre  que  MT,  tan- 
gente actuellement  commune  aux  deux  courbes  pro- 
posées. 

En  effet,  imaginons  que  le  mouvement  de  reptation  ait 
amené  B  en  B'  et  M  et  M'.  La  droite  MM',  corde  de  la 
reptoire ,  rencontrera  la  courbe  A  en  un  point  N,  d'autant 
plus  voisin  de  M  que  la  courbe  B  aura  été  moins  dérangée 
de  sa  position  initiale.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  revenir 
B'  en  B ,  M'  et  N  arriveront  en  même  temps  en  M ,  et  que 
MM'  sera ,  à  la  limite  ,  tangente  à  la  courbe  A  et  à  la  rep- 
toire. Elle  se  confondra  donc  avec  MT.        c.   q.   f.   d. 

Remarques  I.  Le  point  M  et  le  point  décrivant  peuvent 
être  considérés,  pendant  un  temps  infiniment  petit,  comme 
se  mouvant  sur  deux  droites  parallèles  et  dans  le  même 
sens.  11  en  résulte  que  : 

Un  arc  de  la  courhe  jixe  et  Varc  correspondant  de  la 
reptoire  ont  leurs  concavités  tournées  'ver's  la  même 
région  du  plan,  par  rapport  à  deux  tangentes  parallèles 
quelcoîiques. 

Il  suit  de  là  que  si  les  deux  courbes  génératrices  sont 
convexes,  la  reptoire  extérieure  le  sera  également. 

II.  Dans  le  cas  où  la  courbe  mobile  a  un  point  d'in- 
flexion ,  il  est  visible  que  si  le  point  de  contact  se  mouvait 
dans  un  sens  avant  que  le  point  d'inflexion  ait  été  amené 
au  contact,  il  se  mouvra  ensuite  dans  le  sens  opposé.  La 
direction  suivie  par  le  point  M  devant  aussi  changer  de 
sens  (Rem.  I),  il  en  résultera  dans  la  reptoire  m«  point 
de  rehroussement  de  seconde  espèce. 

III.  Une  reptoire  intérieure  peut  avoir  des  points  de 
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rebroussement,  lois  même  que  les  deux  proposées  ii'oul 
aucune  inflexion.  Cela  vient  de  ce  que  la  courbe  mobile, 
dabord  enveloppée  par  la  courbe  fixe  dans  une  partie  de 
son  cours,  l'enveloppe  au  contraire  dans  une  autie.  Mais 
ces  diverses  circonstances  ne  peuvent  être  bien  étudiées 
que  sur  des  exemples  particuliers. 

IV.  Un  arc  de  reptoire  a  même  amplitude  que  chacun 
des  arcs  générateurs. 

Théorème  III.  La  reptoire  engendrée  par  la  courbe  A 
rampant  sur  la  courbe  B,  Tie  diffère  que  par  la  situation 
de  la  reptoire  engendrée  par  B  rampant  sur  A. 


Â 


Supposons  que  les  deux  courbes  aient  une  tangente 
commune  en  M.  Soient  MC  et  MD  deux  arcs  d'égale 
amplitude  pins  de  part  et  d'autre  du  point  M ,  le  premier 
sur  la  courbe  A,  le  second  {/ig.  2)  sur  la  courbe  B.  Soit 
O  le  point  décrivant. 

Si  ron  fait  ramper  B  sur  A  ,  D  viendra  en  C,  et  le  point 
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O  viendra  en  O' ,  de  telle  sorte  que  OO'  sera  égal  et  pa- 
rallèle à  CD. 

Si  l'on  fait  ramper  A  sur  B,  C  viendra  en  D,  et  le  point 
point  O  viendra  en  O'',  de  telle  sorte  que  00"  sera  égal 
et  parallèle  à  CD. 

Il  suit  de  là  que  les  deux  points  O'  et  O"  sont  symétri- 
ques par  rapport  au  point  O.  Les  deux  reptoires  engen- 
drées par  le  point  O  dans  ces  deux  mouvements,  ont  donc 
leurs  points  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  la 
position  initiale  O  ;  par  suite ,  elles  ne  dilïèrent  que  par  la 
situation. 

Théorî^me  I\  .  Un  arc  de  reptoire  est  égal  à  la  somme 
on  à  la  différence  de  ses  arcs  générateurs  suivant  que  la 
reptoire  est  extérieure  ou  intérieure. 

Prenons  sur  la  courbe  fixe  A  (  fig.  2 ,  cas  d'une  rep- 
toire extérieure)  un  arc  infiniment  petit  Me  dans  le 
sens  du  mouvement,  et  sur  la  courbe  mobile ,  dans  le  sens 
contraire,  un  arc  de  même  amplitude  Isld.  Les  deux 
arcs  M  c  et  M  d  peuvent  être  considérés  comme  deux  lignes 
droites  ayant  la  même  direction  que  la  tangente  commune 
en  M. 

La  courbe  B  s'étant  déplacée  infiniment  peu  jusqu'à  ce 
que  d  vienne  en  c.  le  point  décrivant  O  viendra  en  o; 
par  la  nature  du  mouvement,  oc  sera  égal  et  jiarallèle  à 
Of/,  et  la  figure  OocJ  sera  un  parallélogramme.  On  aura 
donc  Oo  =  MrZ-l-  Me ,  ce  qui  démontre  le  théorème  pour 
les  éléments  des  trois  courbes,  et,  par  suite  ,  pour  des 
portions  finies  de  ces  courbes. 

Le  cas  d'une  reptoire  extérieure  se  traiterait  d'une 
manière  analogue. 

Soit  d<j  un  arc  infiniment  petit  de  la  reptoire,  et  J5, 
As'  les  deux  arcs  générateurs.  On  aura 
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Mais  ces  trois  arcs  ,  ayant   même  amplitude ,  auront 
même  angle  de  contingence  dr.  Donc 


ou 


P=r:r: 


en  appelant  o,  /•,  i^  les  rayons  de  courbure  des  trois 
courbes.  Ainsi  : 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point  de  la  rcp~ 
toire  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  rayons  des 
cercles  osculatews  des  courbes  génératrices  aux  points 
correspondants . 

D'où  résulte  ce  corollaire  : 

La  longueur  d'un  arc  pris  sur  la  développée  de  la 
reptoire  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  longueurs 
des  arcs  correspondants  pris  sur  les  développées  des 
deux  courbes  génératrices. 

Lorsque  deux  courbes  sont  équidistantes,  on  peut  con- 
sidérer l'une  d'elles  comme  la  reptoire  engendrée  par  le 
centre  d'un  cercle  qui  ramperait  extérieurement  ou  in- 
térieurement sur  l'autre  courbe.  De  là  se  déduisent  fa- 
cilement les  relations  connues  entre  les  arcs  de  deux 
courbes  équidistantes  (*). 

IV,  Si  l'on  imagine  qu'une  droite  de  longueur  déter- 
minée se  meuve  en  touchant  continuellement  une  courbe 
fixe,  la  somme  algébrique  des  arcs  décrits  par  ses  ex- 
trémités sera  égale  à  un  arc  de  cercle  ayant  pour  rayon 


(*)  Breton  (de  Ch&m^),  Nouvelles  Annala,  tome  III,  page  442-  Ce  théo- 
rème était  connu  de  Leibnitz  et  dcBernoulli.  Voir  le  Commercium  mathe- 
rnalicum.  tome  II,  page  i52. 
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la  longueur  de  la  tangente  mobile ,  et  pour  amplitude 
l'angle  formé  par  les  deux  positions  extrêmes  de  cette 
tangente. 

Car  les  extrémités  de  cette  tangente  décrivent  deux  dé- 
veloppantes de  la  courbe  fixe,  c'est-à-dire  deux  courbes 
équidistantes. 

Théorème  \  .  Soient  A  et  h  deux  courbes  ayant  une 
tangente  commune  en  O  et  leur  concavité  tournée  dans 
le  même  sens ^  OM  ,  ON  deux  arcs  variables  d' égale  am- 
plitude pris  respectivement  sur  les  deux  courbes.  Prenons 
le  point  O  pour  origine  d'un  système  de  coordonnées 
rectilignes ,  et  construisons  le  lieu  ^  des  points  ayant 
pour  coordojinées  la  somme  des  coordonnées  de  même 
nom  des  points  M  et  N  :  un  arc  quelconque  de  la  courbe 
R ,  compté  à  partir  du  point  O ,  est  égal  à  la  somme  des 
arcs  correspondants  des  courbes  A  e^  13,  et  a  même  am- 
plitude que  chacun  deux. 

Fig.  3. 


Faisons  ramper  sur  A  la  courbe  C  symétrique  de  B  par 
rapport  à  Torigine,  et  prenons  cette  origine  pour  point 
décrivant.  S  étant  le  symétrique  de  N  ,  la  tangente  menée 
à  la  courbe  C  par  le  point  S  sera  parallèle  à  la  tangente 
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menée  à  la  courbe  B  par  le  point  jN  ,  et,  par  suite,  à  la 
tangente  menée  à  la  courbe  A  par  le  point  M.  Donc  le 
mouvement  de  reptation  amènera  le  point  S  en  M  :  ST, 
ordonnée  du  point  S  et  égale  (en  valeur  absolue)  à  !NP, 
se  placera  en  S'T'  sur  MQ  prolongé,  et  TO  =  OP  se 
placera  en  T'  O'  sur  une  parallèle  à  OX.  D'où  résulte,  en 
appelant  OK  et  O'  K  les  coordonnées  de  O', 

0'  K  =  T'  O  =  r  S'+  MQ  =  >P  -h  MQ , 
OK  =  OQ  ^-  QK  =  OQ  H-  T'  0'=  OQ  +  OP. 

Le  point  O'  est  donc  un  point  du  lieu  que  nous  avons 
appelé  R,  mais,  d'un  autre  côté,  O' appartient  à  une  rep- 
toire  extérieure  -,  donc 

arc  00'  =;  arc  OM  +  arc  ON , 

et,  de  plus,  lare  00'  (2,  IV)  a  même  amplitude  que 
les  deux  axes  générateurs. 

Remarque.  Plus  généralement,  s' ,  s" ^  s'",  etc.,  soient 
des  arcs  de  même  amplitude  ayant  une  origine  et  une 
tangente  commune  en  0;  [x\  y'),  [x",  y")  leurs  ex- 
trémités 5  [x^y)  un  point  quelconque  d'une  courbe  s 
donnée  par  les  équations 

X  :^  a' x'  -i-  a"  x"  -\-  a'"  x'" -\-  .  .  .  , 


on  aura 


y  =  a  y'  -\-  a  y    -\-  a   y   -\- 

II,       Il   it    , 

s  =z  a  s   +«    s    +.... 


Ce  théorème  peut  se  démontrer  au  moyen  du  précé- 
dent ,  mais  on  peut  encore  l'établir  par  un  calcul  direct, 
ce  qui  n'est  pas  phis  long  et  est  préférable,  attendu  qu'on 
n'a  pas  besoin  alors  de  supposer  que  a',  a",  etc.,  soient 
des  nombres  entiers. 

(  La  suite  prochainement.) 
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SOLITIOX  DE  LA  QIESTIO^'  180 

(voir  t.  VII,  p.  157}  ; 

Par  m.   COMBESCURE. 


Etant  donnée  la  base  d  un  triangle  curviligne  formé 
par  trois  arcs  de  parabole  ayant  le  même  foyer,  le  lieu  du 
sommet,  lorsque  l'angle  fait  par  les  deux  côtés  est  con- 
stant, sera  un  ovale  de  Descartes. 

L'équation  polaire  d'une  parabole  est,  entre  les  coor- 
données /■  et  6,  issues  du  fover. 


I  —  ces  (  Ô  —  e  )  ' 


p  et  £  étant  deux  constantes  arbitraiies  dont  la  significa- 
tion est  très-connue.  En  faisant  passer  la  parabole  par  le 
point  (Ti  ,  Ôj),  on  aura 

1 — cosfô, —  s)  sin^7(G, —  s) 

r  =  r, — ou      r  =  r^ r—- • 

I— cos(0 — e)  sm'|(e  — s) 

Pour  une  deuxième  parabole  de  même  foyer  et  passant  par 
un  point  (tj,  ôg),  on  aurait  semblablement 


sin' j(9  — w) 


Ces  deux  équations  prises  ensemble  déterminent  les  coor- 
données /',  9  du  sommet  du  triangle  parabolique-,  mais  il 
faut  y  joindre  la  condition  relative  à  l'angle  au  sommet . 
Or  ij.  et  V  étant  les  inclinaisons  respectives  des  deux  para- 
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boles  sur  le  rayon  vecteur  r,  on  a 

rdd         dd  1  ^ 

tang  V  =  —  cet  -  (  0  —  w  )  ; 

A 
d'où,  en  appelant  -  l'angle  donné  au  sommet , 

tang  -  =  tang  (f^  —  v)  =  tang  -  (e  —  w) ,      e  —  w  =  A. 


En  éliminant  e  entre  les  deux  équations 

4  A  _  sin|(9|— g)  /r  _  sin|(Q,-f  A  — 

V^.  ~sin|(9  — e)'       V  ^»~  sinT(ô  +  A  — 


-0 


on  aura  l'équation  du  lieu  cherché  entre  /■  et  0 ,  et  il  fau- 
dra se  rappeler  que ,  dans  l'équation  ainsi  obtenue,  v r, , 
Vv^sont  censés  comporter  le  signe  ±.  Ces  équations  don- 
nent d'abord 

fr  -4-  sjr,  _  sin{-(9,  — s)  +  sinl(9  — £)  _        '^  ' 


"D  : 


fr  _  sjn        sin  1  (0,  -  e)  -  sin  ^(0  -  0         j^^,,,  ^  (  '{^Zll 
,  /'9, -hO    ,     ^         \ 


.  /'Q'  +  O 
'^"^'  T     ^^ 1-  A  —  £ 


V'^-^^.  ungi(i-3j) 


or 


,   /O.qiO,         \  ,  /9,  +  9  0,+  0       ^ 

fang,(^-±^ Aj^tangi^-^-.--— +A-. 

tangj^^-^ sj   -tang^-^— +A-£J 

,_u,ang^-^-e)tangl(-^-  +A-e) 
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donc ,  en  appelant  A  le  premier  membre  et  ayant  égard  aux 
équations  précédentes, 

X  tang  —y—  tang  — ^—  I 

=  (  s/'-  H-  V''^  )  (v^-  +  ^'^^  )  'ang  -j— 

—  i\/r  +  \/7,  )  (v/7  ~  v/^,  )  tang  — ^  ; 
ce  cjui  se  réduit  à 

sin  -  X  r  H-  j  y/r,  sin  -  (9  —  A  —  6)  —  v/'-j  sin  ^  (  9,  +  A  —  0) 


X  v''-  —  \/r,  \/7,  sin  -  (  0,  —  ôj  —  A  )  =  o  , 

ou ,  par  une  introduction  facile  de  nouvelles  constantes 

»i\/a^  b,  oc, 

r  H-  2  y  rt  sin  -  (  G  —  «  )  V '"  —  b  :=  o; 
d'où 


r  v/r=  y/a  sin-(6  — a)±:i/«sin'-(9  — a)  +  é', 

et,  si  1  on  veut, 

y/r  =  v'fl  sin  -  ô  zh  i  /  «  sm-  -  0  +  6  , 
équation  d'un  ovale  de  Descartes. 
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PREMIÈRE  QIESTION  DE  LEIBXiZ   TRAITÉE  PAR  LE  CALCUL 
DIFFERENTIEL. 


Une  Lettre  de  Leibniz  à  Hugcns,  datée  de  Hanovre  le 
26  janvier  1680,  commence  ainsi  : 

«  Voicy  un  exemple  de  ma  méthode  des  touchantes.  J'ay 
pris  le  premier  qui  me  paroissoit  également  curieux  et 
embarrassé  d'irrationnelles,  et  vous  jugerez  bien  que  je 
nel'ay  pas  accommodé  à  ma  méthode  et  que  j'en  aurois  pu 
faire  autant  avec  quelque  autre.  » 

11  parle  ensuite  d'un  phosphore  qu  il  a  inventé  pour 
allumer  du  papier  et  de  la  poudre ,  espèce  d'allumette  chi- 
mique, et  ensuite  de  la  démonstration  que  donne  Fermât 
de  la  loi  de  la  réfraction,  des  pompes  d'épuisement  em- 
ployées au  Harz ,  et  il  joint  à  cette  Lettre  cet  écrit  latin  : 

Specinicn  utilitalis  metliodinovce  tangentiuni  ^  sh'e  de 
maxiniis  et  inininiis. 

La  question  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  en  ligne  droite,  et  E 
un  point  tel ,  que  l'on  ait 

I  I  I  I  1 

ËÂ^ÊB"^ËC~^ÊD~w' 

m  est  une  longueur  donnée;  il  s'agit  de  mener  par  le 
point  E  une  tangente  au  lieu  géométrique  du  point  E. 

Voici  sa  construction  : 

Concevons  menée  la  tangente  ET,  rencontrani  la  droite 
AD  au  point  T;  abaissons  la  perpendiculaire  EF  sur  la 

TF 

même  droite  AD:  il  s  agit  donc  de  trouver  le  rapport  ^-• 

RF 
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On  construit  ces  Imit  lignes 


ifi\KF  to'.EF 


Xi 


DE     ' 

^'~     CE^ 

m\EF 
BE     ' 

m\EY 

m' .  DF 

m\CF 

Xe  = 

CE^ 

-    DE^     ' 

«^BF 

-     BE     ' 

m' .  AF 
"^=    AE^ 

La  différentiation  de  l'équation  ci-dessus  (page  286} 

donne  tout  de  suite  —-,  et  cela  quel  que  soit  le  nombre  des 

points  A,  B,  C,  etc.,  et  quelle  que  soit  la  relation  entre 
les  distances  EA,  EB,  EC,  etc.  C'est  l'immense  avantage 
du  calcul  ditréieutiel,  la  plus  importante  création  que 
l'on  ait  jamais  faite  et  qu'il  soit  même  possible  d'imagi- 
ner dans  le  monde  des  quantités.  11  nous  découvre  l'es- 
sence embrj'onnaire  des  grandeurs;  tandis  que  la  puissance 
bornée  du  microscope  met  une  limite  aux  investigations 
ovologic[ues  des  naturalistes,  le  géomètre  dissèque  le  dx 
en  une  infinité  de  d^  x-^  le  ^''x  en  une  infinité  de  ^^.r,  etc., 
et  rien  n'arrête  son  scalpel  (*). 
Le  Spécmien  se  termine  ainsi  : 

Hanc  solutioneni  paucis  calciiU  linœis  inueuio ,  per 
methodos  autevi  publicatas ,  quippe  quibus  irrationales 
tolli  opus  est,  credo  vix  aliquot  diehus  inventum  iri ,  et. 
forlasse  ne  vix  quidem.  Tollendo  enim  irrationales 
assurgetuv  ad  altissùnos  gradus ,  quod  non  sine  tœdio 
fieii  potes t  :  et  tamen  postca  cuni  valores  aut  construc- 


(*)  C'est  une  tackc  indélébile  pour  notre  enseignement  secondaire  do 
rejeter  obstinément  les  conseils  de  d'Alembert ,  de  Coriolis ,  et  de  repous- 
ser une  locomotive  inleliectuelle  la  phis  rapide  qu'on  connaisse. 
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tiones  quœrimus ,  cogemur  aequatiojies  inutiliter  exal- 
tatce  itenim  depressiones  investigare ,  qidlahor  in  œqua- 
tionibus  decimum  longe  gradum  excedentihus^  qualis  ista 
foret,  sœpe  immens  us  est  (page  38). 

Dans  une  Lettre  précédente  de  Hanovre ,  8  septem- 
bre 1679  ,  il  écrit  : 

«  J'ay  laissé  à  Paris  mon  manuscrit  de  la  quadrature 
arithmétique ,  afin  de  ly  faire  imprimer  un  jour.  J'ay  fort 
avancé  depuis  ces  sortes  de  recherches,  et  je  croy  qu'on 
pourroit  venir  à  bout  de  la  pluspart  des  choses  qui  parois- 
soient  jusqu'icy  au-dessus  du  calcul,  par  exemple  les  qua- 
dratures et  methodus  tangentium  iîi^ersa,  et  les  racines 
irrationnelles  des  équations,  et  l'arithmétique  de  Dio- 
phante^  car  j'ay  des  méthodes  générales  qui  donnent  la 
pluspart  de  ces  choses  dune  manière  aussi  déterminée  que 
celle  dont  l'Algèbre  ordinaire  se  sert  pour  arriver  à  une 
équation.  Et  je  ne  crains  pas  de  dire  qu'il  y  a  moyen 
d'avancer  l'Algèbre  au  delà  de  ce  que  ^  iète  et  Des-Cartes 
nous  ont  laissé,  autant  que  \  iète  et  Des-Cartes  ont  passé  les 
anciens.  Mais,  comme  ces  méthodes  générales  mènent 
ordinairement  à  des  grands  calculs  ,  lorsque  les  conditions 
du  problème  ne  fournissent  pas  quelque  adresse  singulière, 
j'ay  projette  un  moyen  de  les  abréger  :  ce  sont  certaines 
Tables  qu'on  pourroit  faire  calculer  en  lettres ,  et  qui  se- 
roient  aussi  importantes  pour  l'Algèbre  que  les  Tables  des 
sinus  et  des  logarithmes  le  sont  dans  le  calcul  ordinaire. 
De  plus,  elles  ne  seroient  pas  difficiles  à  faiie,  car  on  y 
irouveroitbientost  des  progressions.  Si  ces  Tables  estoient 
faites,  les  opérations  d'Algèbre  s'y  trouveroient  pour  la 
pluspart,  et  si  on  les  joignoit  aux  méthodes  que  j'ay,  il 
resteroit  peu  à  faire  en  cette  matière  »  (page  17). 

Quelle  était  cette  méthode  pour  l'arithmétique  de  Dio- 
phante,  et  en  quoi  pouvaient  consister  ces  Tables  ? 
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K  parle  encore  dans  cette  Lettre  d  équations  détermi- 
nées d'un  nouveau  genre  ,  où  le  degré  même  est  inconnu, 
et  donne  pour  exemple 

X-  4-  z^  =  «  ,      x'  -f-  z-  ^  ^ . 
Il  demande  qu'on  trouve  les  valeurs  des  inconnues,  mais 
sans  intersections  de  lignes  :  cette  question  n'est  pas  en- 
core résolue. 

Ce  qui  précède  est  extrait  de  Touvrage  suivant  :  Leihni- 
zens  mathematische  schriften  herausgegeben  von  C.-I. 
Gerhardt. 

Ecrits  mathématiques  de  Leibniz,  édités  par  C.-L 
Gerhardt,  t.  II  et  YIÏI.  Berlin,  i85o. 

Cet  ouvrage  fait  partie  des  OEuvres  de  Leibniz,  tirées 
des  manuscrits  de  la  Bibliothèque  de  Hanovre ,  et  publiées 
par  Georges-Henri  Pertz. 

Le  premier  volume  contient  la  correspondance  avec 
Hugens  et  le  marquis  de  l'Hospital. 

Leibniz  avait  été  envoyé  à  Paris  en  1672,  avec  une 
mission  politique  de  l'électeur  de  Mayence  auprès  de 
Louis  XI\',  et  il  resta  à  Paris  jusque  vers  la  fin  de  1676, 
Il  s'y  lia  avec  Hugens,  auquel  il  soumettait  tous  ses  tra- 
vaux et  dont  il  reçut  aussi  des  instructions.  Leibnizs'est,  en 
plusieurs  occasions,  proclamé  le  disciple  de  Hugens.  Cette 
correspondance  a  commencé  à  Paris  même,  résidence  de 
Hugens  après  qu  il  fut  devenu  membre  de  l'Académie  ,  et 
n'a  cessé  qu'à  sa  mort  (8  juillet  1693).  Lors  du.  retour 
de  Leibniz  en  Allemagne,  en  1676,  la  correspondance 
parait  avoir  été  interrompue  pendant  quelques  années,  et 
a  été  reprise  en  septembre  1679. 

Dans  ces  Lettres,  Leibnitz  signe  constamment  Leibniz, 
et  Huyghens  signe  Hugens.  Dans  une  Lettre,  Hugens  se 
plaint  (page  40  de  ce  que  les  rédacteurs  des  Acta  erudi- 
tovum  l'ont  qualifié  Dynasta  in  Zulichem^  il  demande 
cette  rectification  :  Djnasta  in  Zeelliem. 

Ann.   de  Mallcnial.,    t.   XIII.   (Août    \%b\.)  ip 
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Hugois  éprouve  d'abord  de  la  répugnance  à  admettre 
le  nouveau  calcul,  dont  il  croit  pouvoir  se  passer;  mais  il 
finit  par  en  reconnaître  la  toute-puissance.  Il  a  de  la  peine 
à  comprendre  le/7-j:,  et  demande  des  explications  que 
Leibniz  donne  par  la  théorie  des  osculalions. 

Hugens  servait  d'intermédiaire  entre  Leibniz  et  Falio 
de  Duiller,  géomètre  genevois  de  grand  mérite;  il  leur 
proposait  des  problèmes  que  Leibniz  résolvait  par  son 
instrument  avec  facilité  et  complètement,  tandis  que 
Fatio  était  souvent  arrêté  ou  ne  donnait  que  des  solutions 
incomplètes.  Cela  suffit  pour  nous  expliquer  l'animosité 
de  Fatio,  qui.  lié  depuis  avec  Newton,  a  soulevé  contre 
Leibniz  cette  accusation  de  plagiat  dont  la  fausseté  est 
aujourd  hui  victorieusement  démontrée  ;  mais  il  faut  re- 
connaître cpie  Leibniz  ramenait  toutes  les  questions  aux 
quadratures,  et  qu  il  ne  résolvait  celles-ci  que  par  des  sé- 
ries :  le  calcul  intégral  est,  à. vrai  dire,  la  création  des 
Bernoulli  ;  car  l'Analyse  des  infiniment  petits  ,  de  l'Hos- 
pital  (1696),  le  premier  Traité  didactique,  contient  le 
calcul  différentiel  et  ne  renferme  rien  sur  la  viétJiode  in- 
\^erse  des  tangentes. 

Leibniz  demande  lavis  de  Hugens  sur  son  Codex 
Jw'is  gentium.  Hugens  refuse  en  ces  termes  :  «  Le  peu 
d'attachement  et  d'estime  que  j'ay  per  queste  canzoni 
politiche  (comme  le  P.  Paolo  les  appeioit)  me  tient  hors 
du  commerce  pour  tout  ce  qui  les  regarde,  et  je  souffre 
mesrae  avec  peine  qu'un  esprit  comme  le  vostre  y  emploie 
du  temps  »  (page  162). 

Leibniz  répond  :  «  F^n  vérité,  je  maccommoderois 
davantage  de  ce  qui  est  de  vostre  goust,  si  j'en  avois  abso- 
lument le  choix  ,  et  j'estime  plus  les  vérités  étemelles  qui 
éclairent  l'esprit ,  que  les  faits  ou  les  vérités  temporelles. 
Il  faut  cependant  avouer  qu'encore  en  matières  de  droit, 
de  morale  et  de  politique,  on  pourroit  faire  des  décou- 
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vertes  et  des  raisonnements  exacts.  Et  souvent  on  y 
manque  en  pratique,  parce  qu'on  a  couslume  de  les  traiter 
superficiellement.  »  Cette  dernière  observation  est  d'une 
grande  justesse  :  parmi  ceux  qui  s'occupent  de  ces  ma- 
tières, les  esprits  superficiels  sont  en  immense  majorité. 

\ALEl]R  DE  L'ANNÉE  TROPIQUE  EN  JOURS  SOLAIRES  MOYENS, 
ET  RAPPORT  Dl  JOl'R  MOYEN  Al  JOIR  SIDÉRAL; 

Par    m.    Ch.     FORESTIER, 

Professeur  au  Lycée  de  Metz. 


Soient  X  la  durée  du  jour  moyen  en  jour  sidéral ,  a  la 
durée  de  l'année  tropique  en  jours  sidéraux,  et  (î  la  ré- 
trogradation des  équinoxes  en  une  année. 

En  un  jour  sidéral,  la  Terre  effectue  une  rotation  de 
36o  degrés.  Dans  le  même  temps,  le  Soleil  fictif,  dont 
le  mouvement  uniforme  sur  l'équateur  détermine  le  jour 

36o°  —  c?         .  , 

moyen ,  parcourt -,  puisque,  dans  «jours  sidé- 
raux, il  parcourt  36o° —  d.  Donc,  dans  le  temps  x,  la 
rotation  de  la  Terre  sera  36o.  r  ,  et  celle  du  Soleil  moyen 

•  X.  Le  premier  arc  surpassant  le  second  de  36o  de- 
grés, on  a 

36o  —  ô 


36o .  X  =  36o 


d'où 

(0 


36^ 


rt  jours  sidéraux  donnent  Tannée  tropique,  donc 

,  anu.  tro| 


/  ^     \  j"'""'  'ol.  inoy 

•'•  =    U  -    I    +  TTTT- 


36o/ 

»9- 
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En  prenant 

n  :=  366,9. /^zooi)     et      'j=5o",  r, 
on  a 

-4^  =  o,oooo386     ft     l'-nn^-p-  =  365J-  ^'''•'"">-,242?,646. 
ibo 

En  faisant  0  =  0,  on  aurait  la  valeur  de  l'année  tro- 
pique, dans  le  cas  où  il  n'v  aurait  pas  de  précession  des 
équiuoxes , 

.nnn.trop.    ,'  ^  j  yi .  ^ol .  moy . 

La  relation  (i)  fournit  la  valeur  du  jour  moyen  en  joui 
sidéral 


''-"+"36-0 


Note  du  Rédacteur. 

On  ne  peut  mesurer  le  temps  qu'à  l'aide  d  un  mouve- 
ment uniforme;  on  ne  peut  savoir  si  un  mouvement  est 
uniforme  qu'en  le  comparant  à  un  autre  mouvement  uni- 
forme* ceci  implique  une  chaîne  indéfinie  de  conditions; 
par  conséquent,  la  constatation  rigoureuse  d'un  mouve- 
ment uniforme  est  impossible  (*),  Toutefois,  en  mé- 
canique céleste  on  admet  que  la  rotation  de  la  Terre 
est  un  mouvement  circulaire  uniforme.  Depuis  un  grand 
nombre  de  siècles,  dans  une  infinité  d'applications,  cette 


(*)  L'égalité  de  deux  longueurs  est  une  idée  certaine  el  claire;  car  on 
peut  superposer  ces  longueurs  :  ce  moyen  n'existe  pas  pour  des  temps 
égaux.  Aussi  l'égalité  de  deux  temps  est  une  idée  certaine  ,  mais  obscure  , 
([u'on  embrouille  en  voulant  l'éclaircir,  ainsi  que  cela  arrive  toujours 
pour  ce  genre  d'idées.  L'illustre  sir  W.  Hamilton  a  fondé  sur  la  notion  du 
temps  pur,  la  métaphysique  des  signes  et  des  opérations  algébriques; 
conception  kantiste  d'importation  difficile,  que  j'essayerai  peut-être,  à  tout 
hasard 
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hypothèse  n'a  donné  aucun  résultat  inexact;  donc  cette 
hypothèse,  sous  le  point  de  vue  physique,  équivaut  à  une 
certitude.  La  durée  d'une  rotation  constitue  le  jour  si- 
déral. 

L'année  sidérale  est  la  duréed'une  révolution  de  laTerre 
autour  du  Soleil.  Le  nombre  de  jours  sidéraux  compris 
dans  une  année  sidérale  est  irrationnel  :  il  est  compris 
entre  366  et  367.  Une  longue  suite  d'observations  ont  ap- 
pris que  ce  nombre  est  sensiblement  égal  à  366,25638, 
autrement  100  000  années  sidérales  comprennent  à  peu 
près  36625  638  jours  sidéraux;  de  sorte  que  si  l'étoile 
a  était  dans  le  méridien  supérieur  au  commencement 
d'une  année  sidérale,  elle  y  sera  encore  à  peu  près  au 
bout  de  la  looooo*^  année  sidérale,  et  y  aura  paru  dans 
cet  espace  de  temps  36925638  fois. 

On  conclut  aussi  par  observation  que,  dans  ce  même 
intervalle  de  temps,  le  Soleil  paraîtra  36525638  fois 
dans  le  méridien  supérieur.  On  appelle yowr  solaire  l'in- 
tervalle de  temps  entre  une  apparition  du  Soleil  dans 
le  méridien  supérieur  et  l'apparition  suivante;  ainsi, 
dans  le  même  espace  de  temps,  on  a  36625  638  appa- 
ritions méridiennes  sidérales  et  36525638  apparitions 
solaires;  les  jours  solaires  sont  inégaux.  La  longueur 
moyenne  d'un  tel  jour  est  donc  exprimée  par  le  nombre 

-       .         .      36625638  o   o  •  •  j  '    1    /^ 

iraclionnaire  :^^^— ^^  „  =  1,0027370  jour  sidéral.  Cette 

longueur  moyenne  du  jour  solaire,  déduite  de  l'année  si- 
dérale, n'est  pas  en  usage,  parce  que  les  calculs  astrono- 
miques se  rapportent  à  l'année  équinoxiale. 

L'année  équinoxiale  est  la  durée  de  temps  que  mot  la 
Terre  à  aller  d'un  équinoxe  vernal  à  l'équinoxe  vernal 
suivant.  Le  nombre  de  jours  sidéraux  renfermés  dans 
cette  année  est  aussi  irrationnel  ;  l'observation  donne 
366,24222.  Autrement,  dans  100  000  années  tropiques, 
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il    s'écoule  36624222    jours  sidéraux    à   peu  près.    Le 

nombre  de  fois  que,  dans  ce  même  intervalle,  le  Soleil 

parait  dans  le   méridien  supérieur    est  36524222;    de 

sorte  que  la  longueur  moyenne  du  jour  solaire,  déduite 

3662^222 
de  l'année  tropique,  est    ^      ." — ^=  1,00273790. 

Ainsi  un  jour  solaire  moyen  vaut  1,002737  jour  si- 
déral :  c'est  le  rapport  adopté  5  il  s'accorde  jusqu'à  la 
sixième  décimale  avec  le  rapport  déduit  de  l'année  sidé- 
rale. 

Pendant  une  année  sidérale,  la  Terre  décrit  sur  la 
sphère  céleste  36o  degrés  j  dans  une  année  équinoxiale, 
qui  est  moindre  que  l'année  sidérale,  la  Terre  décrit 
moins  de  36o,  soit  36o°  —  à.  On  trouve  à  d'une  manière 
approchée  à  l'aide  de  cette  proportion  : 

36625638  :  36624222  ::  36o  :  36o  —  ^; 
de  là 

^  =  5o",i; 

c'est  la  précession  des  équinoxes  que  l'on  déduit  de  la 
longueur  de  l'année  tropique,  mais  non  celle-ci  de  la 
précession  des  équinoxes.  Ce  n'est  que  la  comparaison  des 
longueurs  des  années  équinoxiales  et  sidérales  qui  fait 
connaître  la  précession ,  et  qui  a  sa  cause  dans  la  surface 
épicycloïdale  que  des  forces  perturbatrices  font  décrire  à 
l'axe  terrestre.  On  sait,  d'ailleurs,  que  l'équinoxe  est  un 
point  de  l'orbite  où  la  tangente  à  cette  orbite  est  la  pro- 
jection orthogonale  de  l'axe  de  la  Terre  (*). 

On  comptait  autrefois  l'année  d'un  solstice  d'hiver  au 
solstice  d'hiver  suivant;  de  là  le  nom  tannée  tropique, 
conservé  improprement  pour  désigner  l'année  équi- 
noxiale. 

(*)  A  cause  de  la  iititation ,  la  jM'cccssion  varie  de  jS"  à  67". 
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La  longueur  de  l'année  tropique,   à  cause  des  forces 
perturbatrices,  est  variable.  A  oici  la  formule  de  Bessel  : 

année  tropique  =  365, 2422208  —  ^0,00000006686; 

t=z  années  écoulées  depuis  1800. 

D'après  cette  formule,  la  longueur  de  l'année  tropique 
1854  est  365  ,  2422166. 


DIVISION  PRATIQUE  DE  IV  CIRCONFÉRENCE  EN  PARTIES 
ÉGALES 

(  voir  t.  Xn,  p.  245)  , 

Par  m.  TEMPIER, 

Sous-Directeur  des  Ecoles  chrétiennes  à  Montpellier. 


La  pratique  que  j'ai  indiquée  s'applique  également  à 
un  nombre  impair  de  parties  égales  (*).  Car  il  suffit  de 
considérer  la  manière  dont  on  obtient  la  formule  fonda- 
mentale 


.     .         1 2  «  -h  v'48  H'  —  5i  2 

sm  0  =  ^— — ^ , 

o  «'  -f-  16 

pour  se  convaincre  que  cette  formule  est  vraie  pour  un 
nombre  entier  positif  «  quelconque.  Toutefois,  l'énoncé 
du  procédé  doit  être  modifié  ainsi  : 

«  Après  avoir  divisé  le  diamètre  en  n  parties  égales, 
»  ou  prendra,  à  partir  de  ce  centre,  une  longueur  égale 
»   à  deux  fois  le  quotient,  que  n  soit  pair  ou  impair.  » 


(*)  Ou  trouve  celle  j)rali(|ue  d;iiis  la  Gcomriiic  de  M.  Catalan.        li 
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(,RA\I)  COXCOIRS  DE  1851 

(TOirt.  XII.  p.  31ii. 

CLASSE   DE   LOGIQUE, 

SECTION    DES  SCIENCES. 


i''.  Dans  tout  tétraèdre,  on  peut  considérer,  pour  cliaque 
arête,  i°  l'angle  dièdre  des  deux  faces  qui  se  coupent 
suivant  cette  arête;  ^°  les  inclinaisons  de  cette  même 
arête  sur  chacune  des  deux  autres  faces  auxquelles  elle  se 
termine  :  ce  qui ,  pour  les  six  arêtes  considérées  simulta- 
nément, donne  eu  tout  dix-huit  angles.  On  propose  de 
démontrer  que  la  somme  de  ces  dix-huit  angles  est  con- 
stante et  égale  à  douze  angles  droits  dans  tout  tétraèdre, 
où  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
c'est-à-dire  dans  tout  tétraèdre  où  les  angles  qu'on  for- 
merait en  considérant  les  trois  couples  d'arêtes,  qui  ne  se 
rencontrent  pas,  et  menant,  par  un  point  quelconque  de 
l'espace ,  des  parallèles  aux  arêtes  de  chaque  couple ,  se- 
raient trois  angles  droits. 

2".  Dans  tout  tétraèdre,  quand,  sur  les  six  arêtes,  il 
y  en  a  deux  qui  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  arêtes  qui  leur  sont  opposées ,  on  propose  de  dé- 
montrer que  les  deux  arêtes  restantes  sont  aussi  perpen- 
diculaires l'une  sur  l'autre  (*). 

3°.  Démontrer  que,  dans  un  tétraèdre  où  chaque  arête 
est  perpendiculaire  à  son  opposée,  les  quatre  hauteurs  se 
rencontrent  en  un  même  point. 

Obsejvation.  C'est  une  classe  de  logique.  Il  me  semble 
que  la  logique  exige  qu'on  démontre  la  possibilité  de 

(")  Dum  loul  iciiaèâic.  .  .  on  /fropoit-  de  dcnionlrer.  .   Est-ce  français? 
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l'objet  avant  d'en  démontier  les  propriétés.  Un  tel  té- 
traèdre existe-t-il?  Il  fallait  commencer  par  démontrer 
qu'on  peut  construire  un  tétraèdre  où  deux  couples  d'a- 
rêtes opposées  représentent  chacun  un  angle  droit-,  que, 
dans  un  tel  tétraèdre,  le  troisième  couple  d'arêtes  figure 
aussi  un  angle  droit;  puis,  etc.  Pourquoi  donner  une 
forme  illogique  à  une  question  de  logique? 

Le  c  est-à-dire  suppose  que  les  élèves  parisiens  admis 
au  grand  Concours  ignorent  que  deux  droites  peuvent 
être  à  angle  droit  sans  se  rencontrer;  supposition  très- 
honorable  pour  ces  élèves,  pour  leurs  professeurs ,  et,  en 
général,  pour  notre  aima  mater  parisien  sis.  Au  total, 
c'est  une  bonne  question  à  proposer,  pendant  le  courant 
de  l'année,  dans  l'intérieur  d'un  collège  :  mais  au  grand 
concours  ? 

Sije  commettais  de  semblables  questions,  corainpopulo, 
pour  ne  laisser  peser  aucun  soupçon  sur  autrui,  je  regar- 
derais comme  une  nécessité  d'honneur  de  me  nommer. 

Mathématiques  spéciales. 

On  sait  et  l'on  démontre  aisément  que,  si  un  cercle 
roule  intérieurement  sur  la  circonférence  d'un  autre 
cercle  d'un  rayon  double,  la  ligne  décrite  par  un  point 
de  la  première  circonférence  est  un  diamètre  de  la  se- 
conde,  et  l'on  a  fait  d'intéressantes  applications  de  cette 
propriété  aux  arts  industriels.  On  propose  d'examiner  le 
cas  où  le  point  décrivant  est  situé  sur  un  rayon  du  cercle 
mobile,  en  dedans  ou  en  dehors  de  sa  circonférence;  on 
déterminera  la  nature  de  la  courbe  que  ce  point  décrit  (*). 
*^  Observation.  Cette  belle  propriété,  qui  remonte  à  la 
Hire,  triturée  dans  tous  les  Cours ,  dans  tous  les  Traités, 

(*)  Les  élèves  ayant  déclaré  eoiinaitre  le  lieu  demandé  ,  la  lecture  de  la 
question  n'a  pas  été  achevée.  Nous  en  donnerons  la  fin.  Cette  déclaration 
fst  la  partie  estimable,  le  côté  moral  du  concours.  Honneur  aux  élèves! 
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est  universellement  connue  ;  les  arts  industriels ,  ame- 
nés si  à  propos,  ont  excité  une  grande  hilarité  dans  l'as- 
semblée des  élèves.  Aussi  a-l-on  élé  obligé,  comme  l'année 
dernière,  à  retirer  cette  question  et  on  l'a  remplacée  par 
la  suivante  : 

Question.  Démontrer  le  théorème  suivant  relatif  à 
l'hyperbole. 

Si  l'on  prend  pour  diamètre  d'un  cercle  la  portion  de 
Taxe  non  transverse  comprise  entre  le  centre  et  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  de  la  courbe,  la  tangente 
menée  au  cercle  par  ce  dernier  point  est  égale  au  demi- 
axe  réel. 

Résoudre,  d'après  cela,  la  question. suivante  : 

Etant  donnés  les  deux  sommets  et  un  troisième  point 
quelconque  de  Vhyperhole,  construire  la  normale  en  ce 
point. 

Indiquer  les  propriétés  et  les  constructions  analogues 
pour  l'ellipse. 

Observation.  Cela  découle  immédiatement  de  cette 
propriété  des  courbes  à  centre  :  le  produit  de  la  distance 
du  centre  à  une  tangente  par  la  portion  de  la  normale 
terminée  à  l'un  quelconque  des  axes  est  égal  au  carré  de 
l'autre  demi-axe  j  propriété  qu'on  lit  et  qu'on  démontre 
dans  tous  les  Traités  anciens  et  nouveaux  de  géométi'ie 
analytique  (par  exemple  Cirodde,  page  ^lo)  (*). 

Nous  sommes  forcés  de  supprimer  les  réflexions  que 
nous  inspire  la  comparaison  de  ce  Concours  avec  celui 
de  i85o  ( î'OïV  tome  IX ,  page  282). 

O.  Tkrquem. 

(  La  fin  prochainement.  ) 

{*)  Il  u'y  a  nicmc  pas  besoin  de  ce  Ihcorcnic  :  il  sul'lit  d'écrire  réqualioii 
de  la  normale,  etc.  11  y  en  a  i>our  dix  niiiiules,  elles  élèves  sont  en  con- 
clave pendanl  dix  lieures.! 
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!^OTE  SUR  l!V  THÉORÈME  DE  DESCARTES.  COURBE  ROILANT 
SUR  l]^E  AUTRE, 

Par  m.  F.  FRENET, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Lyon. 


Si  l'on  fait  rouler  dans  un  plan  une  courbe  mobile  A 
sur  une  courbe  fixe  B ,  les  positions  successives  d'un 
point  a,  invariablement  lié  à  A,  déterminent  une  ligue 
courbe  dont  la  normale  en  cbaque  point  va  passer  par  le 
point  de  contact  m  des  courbes  A  et  B.  On  sait  que  ce 
théorème,  du  à  Descartes,  s'établit  très-simplement  par 
la  géométrie  en  assimilant  les  courbes  à  des  polygones  ^  en 
voici  une  démonstration  analytique  assez  courte. 

Rapportons  la  courbe  fixe  B  à  des  axes  rectangu- 
laires (*).  Soient  t'mt  la  tangente  commune;  x,  y  les 
coordonnées  du  point  de  contact  m  -,  ^ ,  -f]  celles  du  point  [i. 
La  longueur  ij.m  =  r  et  l'angle  0  que  fait  sa  direction 
avec  une  droite  quelconque,  invariablement  liée  à  A, 
constituent  un  système  de  coordonnées  polaires  auquel  on 
peut  concevoir  que  sont  rapportés  les  points  de  cette 
courbe.  Cela  posé ,  de  Féquation  évidente 

[X  —  Vf -h  (j  —  ■^>y=  '■- 
on  tire  par  la  différentiation 

,  ,  ,    X  —  l  dx       y  —  Yi  (ly        i  X  —  c.  dL        r  —  ridn\        dr 
(À)    —  777+  "      '    '    ■ 


ds  r      ds         \      r      d.s  r      ds  j        ds 

fis  représentant  1  élément  de  la  courbe  B. 

(*)    I.c  lecteur  est  prié  de  tracer  la  ligure. 


(  3oo  ) 
Or  l'angle  t.  mu.  formé  par  le  rayon  vecteur  u.ni  et  la 

direction /7i^' a  pour  cosinus   la  quantité  —\   d'un  autre 

ds 

côté,  ce  cosinus  est  aussi  égal  à 

X  —  ï  dx        Y  —  r,  dy 

: 1-  ■ :L  : 

r      ds  r       ds 

il  résulte  de  là  (jue  l'équation  (A)  peut  se  ramener  à  la 
forme 

>'  —  /;  dr^ 

X  —  \dï, 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

J'ajouterai  ici  une  observation,  très-connue  sans  doute, 
mais  que  je  n'ai  pas  vue  consignée  dans  les  ouvrages  où 
elle  devrait  se  trouver.  On  sait  qu'on  parvient  à  la  notion 
du  centre  instantané  de  rotation  en  donnant  à  une  iigure, 
dans  son  plan,  deux  positions  différentes,  et  montrant 
qu'on  peut  toujours  l'amener  de  lune  à  Tautx'e  par  une 
rotation  convenable  autour  d  un  point  fixe.  Les  deux  po- 
sitions de  la  courbe  sont  ordinairement  supposées  infi- 
niment voisines,  mais  il  est  manifeste  que  c'est  là  une 
restriction  inutile. 

Remarquons,  en  effet,  que  le  théorème  dont  il  s'agit 
revient  à  celui-ci  :  Etant  données  deux  droites  AB,  A'B' 
égales  et  situées  d'une  manière  quelconque  dans  le  même 
plan  ^  il  existe  toujours  un  point  M  tel  quon  a 

MA  =  MA',     angle  MAB  =  angle  MA'B'. 

Or.  pour  trouver  ci;  point,  il  suffit  d'élever  des  perpen- 
diculaires sur  le  milieu  des  droites  x\A',  BB';  le  point  de 
rencontre  est  celui  qu'on  cherche.  Ou  v  parvient  aussi  en 
prolongeant  les  droites  données  jusqu  à  leur  point  de 
rencontre  C  ,  et  circonscrivant  un  cercle  au  triangle  ACA'^ 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  A  A'  renconîre 


(  ;^oi  ) 

la  circonférence  en  deux  points  dont  Tun  convient  tou- 
jours. Cette  dernière  construction  est  souvent  préférable 
à  la  première.  Elle  montre  immédiatement  que,  lors- 
qu'une courbe  mobile  glisse  inflniment  peu  sur  une 
courbe  fixe,  le  centre  instantané  de  rotation  est  au  centre 
de  courbure  de  la  ligne  fixe,  et  qu'il  se  confond  avec  le 
point  de  contact  quand  la  courbe  mobile  ?'oiile  sans  glisser. 
On  retrouve  ici  le  théorème  de  Descartes. 


SIR  U  SOMME  DES  PROGRESSIONS  GÉOMÉTRIQIES  INFIMES  ^ 


Par  m.   EUZET, 

Garde  du  Génie  ,  à  Toulon  . 


Trouver  la  somme  des  termes  de  la  progression  infinie 
par  quotient 

i        I         I 

Soit  à  partager  l'unité  en  3  parties  égales,  on  pourra 
opérer  ainsi  :  Divisez  d'abord  l'unité  en  4  parties,  et  iso- 
lez 3  portions  de  y  chacune;  divisez  le  -y  restant  en  4  par- 
ties, égales  par  conséquent  à  -^,  et  placez  une  de  ces  par- 
ties à  côté  de  chacune  des  3  autres  ;  vous  aurez 


I         I 

4  +  4^' 


1  I 

4^4^' 


(    302    ) 

Il  vous  restera  7-  que  vous  diviserez  et  distribuerez  de  la 

4 
même  manière,  et  ainsi  de  suite.  Cette  opération  étant 

«oatinuée  à  l'infini,  l'unité  que   vous  aviez  d'abord  se 

trouvera  entièrement  partagée  et  formera  3  lots  égaux 

chacun  à 


par  suite,  chaque  lot,  ou  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression donnée ,  sera  égale  à  ^• 

Il  est  aisé  de  voir  que,  pour  toute  autre  progression 
dont  la  raison  serait  une  fraction  différente,  mais  ayant 
l'unité  pour  numérateur,  il  suffira  de  retrancher  i  du 
dénominateur  pour  avoir  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression correspondante. 

Si  tous  les  termes  de  la  progression  étaient  multipliés 
par  le  même  nombre  ,  il  faudrait  évidemment  multiplier 
le  résultat  ci-dessus  par  le  nombre  constant,  ce  qui  ne 
change  rien  à  la  règle  établie. 

Cette  règle  étant  appliquée  à  une  fraction  décimale  pé- 
riodique, on  trouve  que  la  valeur  de  cette  fraction  est 
égale  à  la  période  divisée  par  un  nombre  composé  d'au- 
tant de  9  que  cette  période  a  de  chiffres. 

Trouver  la  somme  des  tenues  d'une  progression  infinie 
par  quotient,  la  raison  étant  une  Jraction  quelconque 
proprement  dite. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  la  progression 

3       3=       3' 

— I 1 \- 

5      5^5' 

Le  numérateur  de  la  fraction  génératrice  étant 

I  +  I  -f-  I, 


(  3o3  ) 

3  , 

les  ■=  de  ce  numéraleui  seront  composés  de  3  parties 

3       3       3 

5  "^5"^  5' 

5 
Les  p,  ou  le  numérateur  entier,  vaudra  5  de  ces  parties, 
5 


3       3       3       3       3 

Retranchant  et  plaçant  à  part  2  de  ces  parties,  c'est-à-din* 

3       3\ 

nous  aurons  un  premier  reste  égal  à 

3       3       3 

— I 1 

Les  -  de  ce  reste  étant 
5 


3'       3=       3 

5 


5,  +  5^+ï;^' 


1     5 

les  -  seront 
5 


3.       3.       3^       3^      3^ 

5^  ^  5^  "^  5^'  "*"  5'"^  5^ 


Plaçant  à  part,  comme  ci -dessus,  2  parties  ou  bien 


3^       3'\ 


nous  aurons  un  deuxième  reste  égal  à 


3'       3-'       3^ 

5^ 


51  +  5^  +  ^- 


(  3o4  ) 
Opérant  sur  ce  reste  comme  sur  le  précédent ,  nous  pour- 
rons mettre  de  côté  les  deux  nouvelles  fractions 


/3^       3-'\ 


1^    ' 


et  avoir  le  troisième  reste 


3'       3^       3^ 

5-.  +  5I  +  5^ 


mais  comme  ceux-ci  vont  sans  cesse  eu  décroissant,  il  est 
visible  qu'à  l'infini  le  deinier  sera  nul;  dès  lors,  le  nu- 
mérateur 3  de  la  fraction  génératrice  se  trouvant  entière- 
ment décomposé  dans  la  série 

/3       3\        /3=       3^\        /3'       3= 
(5-^5)+   b  +  5^)-^  15^-^5^ 

série  évidemment  égale  à  2  fois 

3       3^       33 

5  "^  5^  "^  5^  "^  ■ 

il  en  résulte  que  la  somme  des  termes  de  cette  dernière 

progression,  identique  avec  la  proposée,  est  égale  à  -• 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  somme  des  termes  de  toute 
autre  progression  semblable  est  égale  au  numérateur  de 
la  fraction  génératrice  divisé  par  la  différence  des  deux 
termes  de  cette  fraction . 


mn  SIR  m  théorème  sir  le  cône  spherioie  attribié 

\  MAC-ClLLAf.H 

voir  p.  99). 


l .   Désignons  par  s  et  /)  respectivement  Taire  et  lepé- 


(  3o5  ) 
1  imètre  d'un  polygone  spliérique  -,  et  désignons  de  nième 
par  j' et  p'  l'aire  et  le  périmètre  du  polygone  supplémen- 
taire. On  sait  que  Ton  a 

s  -t-  p'=:  *'  -f-  />  =  2  77  ; 

or,  prenant  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité,  p  est  le 
double  de  Taire  latérale  du  cône  concentrique  à  la  sphère 
qui  a  p  pour  contour  de  la  base;  donc  l'aire  de  la  base 
d'un  polygone  sphérique  plus  le  double  de  l'aire  latérale 
du  cône  supplémentaire  est  égale  à  l'aire  de  la  moitié  de 
la  sphère;  cette  proposition  existe  évidemment  pour  une 
courbe  sphérique  quelconque.  Le  théorème  assigné  à  jAIac- 
Cullagh  se  rapportant  à  l'ellipse  sphérique,  n'est  donc 
qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  général  très -élémen- 
taire. 

On  doit  à  M.  Chasles  quatre  beaux  théorèmes  sur  les 
coniques  homofocales  sphériques  [Comptes  rendus). 

THÉORÈME  SIU  lES  DÉTERMIMNTS  DE  M.  SYLVESTER. 


Soient  les  déterminants 

i;        X  1  ;        À  I  o; 

X  I  o  o; 

>,  I  0  0  0  ; 

X  I  0  0  0  0 

\\;        2  A  2  ; 

3>.2  o; 

4^200; 

5X2000 

o  I  >; 

o  2)1  3  ; 

0  SX  3o; 

04  X3oo 

0  0  I  >.; 

ooi\^; 

00  3x40 

00  0 I X  ; 

0002  X5 
0000 I X 

la  loi  de  formation  est  évidente;  effectuant,  on  trouve 

X;     V-r-     X[V— 2^];     (X'-i=)(V-3=);     X[X=_  2-^][X'_  4^}., 

(P_,.)(V-3^)(V-5');  X(V-2^)(X^-4')(X'-6^); 
et  ainsi  de  suite. 

Ann.  de  Maihémal..  t.  XIII.  (  Août  1854.)  20 


(  3o6  ) 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  260 

;Toir  (.  IV,  p.  37",  et  t.  XI,  p.  36S    ; 

Par  m.  L.   pain  vin, 

Licencié  es  Sciences  Mathématiques. 


Trouver  l'équaliou  de  la  courbe  qui  coupe,  sous  un 
angle  constant,  toutes  les  génératrices  d'un  cône  du  se- 
cond degré. 

Tout  cône  du  second  degré  pouvant  être  regardé  comme 
un  cône  droit  à  base  elliptique,  l'équation  générale  des. 
cônes  du  second  degré  sera 


«' 


En  un  point  [^^-ij-,  z)-,  l'angle  formé  par  la  génératrice  et 
la  laugente  sera 

X    dx       Y    (Iy      z    (Iz 
r     as         r     as        r    as 

et  l'on  devra  avoir 

X  dx  -\-  y  dj  -\-  z  dz 


^    '  rds 

m  étant  une  constante  égale  au  cosinus  de  l'angle  des  deux 
droites  r  et  ds. 
Or  nous  avons 

xdx  H-  r  dy  -\-  zdz 
— ^ =  dr. 


donc 


dr 
ds='"' 


c'est-à-dire  que  si  l'on  s'avance  sur  la  courbe  cherchée, 
les  rayons  vecteurs  sont  proportionnels  aux  accroissemenl& 


(  3û7  ) 
des  arcs.  Et  réciproquement ,  si  cette  proportionnalité  a 
lieu ,  l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  est  con- 
stant. Partons  de  cette  propriété,  et  employons  les  coor- 
données sphériques 

Idr*=  m-  ds'^, 
ds'  =  dr^-i-  r'd<i'-hr'sm'Od<f', 

les  formules  de  transformation  étant 

X  =  r  sin  9 .  ces  cp , 
>-  ==  /•  sin  0 .  sin  î) , 
z  ^  r  cos  9  , 

/'  étant  le  rayon  vecteur,  s  l'angle  de  la  projection  de  ce 
rayon  vecteur  sur  le  plan  des  xj  avec  l'axe  des  a:,  9  l'angle 
de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  z. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (i);  les  équa- 
tions de  la  courbe  cherchée  seront 

,^,  /•' sin^Q  cos^o       /•- sin' 0  sin^  ta       r-cos-9 

(5)         -, ^  +  - 


(6)  f//-^  =  w^  (<//••+ /-^r/ 9'+  r'sm-'Qdf). 

Éliminant  Q  et  sa  différentielle ,  on  obtient 


y/i  —  m'  [a^P  +  c"  (a"  siii"  y -i- 6' cos^  <p)]\U^sin- ^ -h  b'eos'  o 

Les  équations  (5)  et  (7)  seront  donc  les  équations  de  la 
courbe  cherchée. 

Discussion  de  V équation  (7). 
Nous  avons  trouvé 

dr  m.ab.dif 


y'i  —  rr?  \,a}  t'-h  c'  («'  sin-  y  -4-  t' cos"  y,] 


j[a>  6'-f-  c'  (g'  sin*  y  +  6'  cos'  y)]  (a'  sin"  y  -f-  fc^  cos''  y)  +  c'  (6'  —  a^)'  sin'  y  cos'  y 
^V  a' sin' y -4- 6' cos' y  '  '" 


20. 


(  3(.8  ) 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dr  mabdrf 


v/n 

■  m' 

<[b^a^-\- 

-)-+- 

c'{a' 

—  A'jsin 

'?] 

^h*{a 

'+ 

c')  +  (fl»- 

-i')(a 

'i»-f-. 

a'c»H-è'c 

')  sin' 

'f 

[       ^  V  /p'4-(rt^  — é^)sin'(p 

Or  Tintégrale  de  cette  équation  dépend  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  l'on  trouve  que 

/./•=  K[Mn(A,  É-,  to)-|-JSF(e,  w)], 

c'est-à-dire  que  le  logaritlime  de /dépend  dune  fonction 
elliptique  de  troisième  espèce  et  d'une  fonction  elliptique 
de  première  espèce;  R ,  M ,  N  sont  des  coefficients  con- 
stants. 
Posons 

rnab 


''~J[b'W 


s/ 1  —  m- 
d  <D 


c')-hc'(ii'  — 6')sin^(p] 


/b^ 


Si  nous  prenons  l'intégrale  à  partir  de  o  =  o.  et  r=  i 
pour  cette  valeur  de  !j}.  la  constante  arbitraire  est  nulle, 
et  nous  aurons 

(9)  '  =  ^=""- 

Premier  cas.  Si  m^  o,  m  est  le  cosinus  de  l'angle  de 
la  tangente  avec  la  génératrice. 

I.   a^b.  Prenons  d'abord  le  signe  -t-. 

Si  nous  faisons  croître  (p  de  o  à  -t-  co  (comptons  les  arcs 
positifs  en  allant  de  l'axe  des  x  positifs  vers  l'axe  des  y 
positifs),  l'élément  de  l'intégrale  reste  toujours  positif, 
donc  4>  croît  en  même  temps,  et  il  croît  indéfiniment. 


En  efret , 


(  3o9  ) 


on  voit  facilement  que  «  sjb^  —  c^  est  la  plus  petite  valeur 
de  la  fonction  qui  est  sous  le  signe  /  ;  donc ,  en  prenant 
<y  suffisamment  grand, 

^  b  <i  b 

la  première  partie  est  une  quantité  finie ,  la  seconde  partie 
croit  indéfiniment  avec  h  ^  donc ,  lorsque  (p  croit  de  o  à  oo  , 
^t»  croît  aussi  de  o  à  oc  ,  et  par  conséquent  /croit  de  i  à  oo  , 
c'est-à-dire  la  courbe  s'enroule  svir  le  cône,  en  allant  de 
Taxe  des  j:  positifs  vers  l'axe  des  y  positifs.  Maintenant, 
faisons  décroître  cp  de  o  à  —  oo  •  <î)  décroîtra  de  o  à  —  oo  ,  et 
7'  décroîtra  depuis  l'unité  jusqu'à  zéro;  donc  la  courbe 
s'enroule  sur  le  cône  en  allant  des  x  positifs  vers  les  y 
négatifs,  en  se  rapprochant  indéfiniment  du  sommet  du 
cône,  qui  est  pour  ainsi  dire  un  point  asymptotique. 

Si  l'on  cherche  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan 
des  xy^  p  étant  son  rayon  vecteur,  on  a 

(lo)     p  =  /sin  6  = 


Cette  courbe  est  une  spirale  dont  1  origine  est  un  point 
asymptotique,  et  qui  se  développe  dans  le  même  sens  que 
la  courbe  dont  elle  est  la  projection. 

Si  l'on  cherche  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vec- 
teur, on  aura  l'angle  de  la  projection  de  la  tangente  à  la 
courbe  avec  la  projection  de  la  génératrice  qui  passe  en  ce 


(  3io  ) 
poinl  considéré,  cl  Ton  voit  que  lorsque  ç-  varie  de  o  à  -  ? 

de  -  à  77,  la  tangente  trigonométrique  de  cet  angle  va  de 


1 à  - — — 1  puis  de  cette  dernière 

ma  mh 

valeur  à  la  première,  et  ainsi  de  suite,  elle  no  passe  ja- 
mais ni  par  zéro  ni  par  l'infini  5  l'expression  de  cette  tan- 
gente est 


(„3  tang  u  =  t''"'  ("'-^  '^')  -^  ''"  "'-  ^'^  ^in^p]\/fc'-+-(a'-fc')sin^y 


A-  v/i\a»+r^)-i-(a-— i')(rt-6'H-n=c'-i-6 V-)sin-a— c-{a-_t*-)sin jicosp  v'i'H-(n'-  t')sii 

Si  l'on  prend  le  signe  — ,  les  mêmes  résultats  se  re- 
trouveront dans  un  ordre  inverse. 

II.  Cône  de  révolution.  a=^  h.  Dans  ce  cas  *l>  est  inté- 
grable ,  et  l'on  trouve 

(12  j  r  =^  c 

La  discussion  est  facile,  et  donne  des  résultats  analogues 
aux  précédents. 

La  projection  de^la  courbe  a  pour  équation 


a  a\fa} 

e 


C'est  une  spirale  logarithmique. 
Dans  ce  cas, 


tang  p  = y  1  —  w  =  const.  ; 

donc  la  projection  de  la  tangente  fait  aussi  un  angle  con- 
stant avec  la  projection  de  la  génératrice;  propriété  qui 


(3.1) 
pouvait  d'ailleurs  se  déduire  de  ce  que  la  projection  de 
la  courbe  est  une  spirale  logarithmique, 

m.  Si  a  <C  ^ ,  on  voit  que  dans  ^  les  radicaux  ne  de- 
viennent ni  nuls ,  ni  imaginaires  ,  quelque  valeur  que  l'on 
donne  à  ç;  la  quantité  qui  est  en  dehors  du  radical  ne 
peut  non  plus  devenir  ni  nulle,  ni  négative^  donc  la 
marche  suivie  pour  le  premier  cas  est  applicable  ici ,  et 
l'on  arrive  à  des  résultats  analogues. 

Deuxième  cas.   m<^o,  en  mettant  en  évidence  le  signe 

r  =  e —       . 

La  discussion  est  la  même  que  pour  le  premier  cas  5  on 
trouvera  des  résultats  inverses. 

Troisième  cas.  m  =  o ,  c'est-à-dire  si  la  tangente  doit 
être  perpendiculaire  à  la  génératrice-,  alors 

/•  =  o ,      r  ■-=:  l, 

c'est-à-dire,  la  courbe  cherchée  est  donnée  par  Tinter- 
section  du  cône  avec  une  sphère  de  rayon  1  ayant  son 
centre  à  l'origine  :  c'est  donc  une  conique  sphérique. 
Quatrième  cas.  Si 

W  =  I ,       A-  =r  X  , 

alors 

r  =  00       ou      r  =  o  ; 

c'est-à-dire  que  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  de  courbe,  ou  elle 
se  réduit  au  sommet  du  cône. 

Rectification  de  la  courbe. 

dr  =  nuls  ; 
donc 

r  —  I 

s  =  J 


(  3i:.  ) 
en  comptant  les  arcs  à  partir  du  point  où  l'on  a 

9=0      rt      r  =  I , 

que  je  désignerai  par  A;  d'où 


Premier  cas.  On  voit,  si  l'on  prend  le  signe  -h,  que  la 
longueur  de  la  courbe  croit  indéfiniment  à  partir  de  A . 
en  s" élevant  sur  le  cône  ;  et  sa  longueur,  depuis  le  point  A 

jusqu'au  sommet  du  cône,  est  égale  à  -  • 

Cette  expression  de  s  n'est  intégrable  que  dans  le  cas  où 
a=:b. 

Deuxième  cas.   Si 

m  =  i ,     /•  ^  00      ou      /  :=  o , 
alors 

s  =  00      ou     ^  =  I  , 

ce  que  l'on  pouvait  prévoir. 

Troisième  cas.  Si  /;/  =  o,  la  formule  ci-dessus  donne 
l'indétermination  ;  alors  on  a  recours  aux  équations  de 
la  courbe 

sin'  6  cos'  «       sin'  6  sin^  ç       cos^  6 

r  =  i,      : --{ r^ 1  =  — ^, 

et  l'on  trouve 

abda> 


ds  = 


(  3i3  ) 
(jUi  n'est  inlégrable  que  dans  le  cas  où  rt  =  ^  ;  on  a  alors 


la  constante  est  nulle  si  5  =  o  pour  a>  :=  o. 

La  longueur  de  la  courbe  croît  proportionnellement 
aux  arcs. 

Même  question  pour  les  cylindres  dont  l'équation  est 

dx 
Dans  les  cylindres  à  base  elliptique  ou  hyperbolique,  —  ? 

—  i  —  sont  les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  en  un 
ds      ds 

point  [oc  ^jt  z)  avec  les  axes  ^0,0,1  sont  les  cosinus  des 

angles  de  la  génératrice  avec  les  axes  ;  on  a  donc 

dz  =  nids , 

ni.  étant  une  constante. 

Pour  un  calcul  facile,  on  arrive  aux  équations  de  la 
courbe 

x'^        y- 


m  r^  Ja'  —  («'—  b')x'   . 

a  y  I  —  m^  Jo  V«  —  x^ 

Si  a  est  différent  de  b,  cette  intégrale  dépend  des  fonctions 
elliptiques. 

Dans  le  cas  du  cylindre  elliptique,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  radicaux  restent  réels,  est 
que  X  soit  <<  a. 

La  discussion  se  ferait  comme  dans  le  cas  précédent. 


(  3i4  ) 

Dans  le  cas  de  a  =  b ,  on  retrouve  les  équations  de 
1  hélice. 

Dans  le  cas  de  m  =  o ,  on  trouve  une  série  d'ellipses 
égales  et  parallèles  à  celle  de  la  base. 

Le  cas  de  171  =  1  ne  donne  aucune  courbe,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir. 

Pour  le  cylindre  à  base  hyperbolique ,  il  faudra  changer 
dans  les  résultats  précédents  b-  en  —  b'^. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  radi- 
caux soient  réels,  est  que  x  soit  toujours  ^  a. 

Le  cas  de  a  =  b  donne  une  intégrale  qui  dépend  des 
fonctions  elliptiques. 

Le  cas  de  m  =  o  donne  une  séiie  d'hypeiboles  égales  et 
parallèles  à  celle  de  la  base. 

Pour  le  cylindre  à  base  parabolique ,  les  équations  de  la 
courbe  seront 


(•; 


y  =  ^p^, 


Observations.  M.  Faure  résout  cette  question  à  peu 
près  de  la  même  manière,  sans  discussion. 


QIESÏIONS. 


293.  Soient  p  un  nombre  premier  et  X  un  polynôme 
tel  que 

X  =  «i  +  «2^:  +  «3X^-1-.  .  .-\-  Un  x'^-\ 

En  donnant  à  chaque  coefficient  a  toutes  les   valeurs 

o ,    1 ,   2 ,   3 ,..,/;  —  I , 


(  ^^5  ) 
on  aura  p"  valeurs  de  X,  dont  Tune  sera  zéro.  Si  l'on 
élève  toutes  les  valeurs  de  X  à  la  puissance  m ,  et  qu'on 

représente  la  somme  des  résultats  par  >^X'",  on  aura 

^  X'"  =  un  multiple  de  p, 

si  m  <ip" —  I  ;  mais  l'égalité  précédente  n'aura  pas  lieu 
siin  =  p" — I.  (J.  A.  Serret.) 

294.  Soient  Pj ,  Pa,  P3,... ,  P„,  Ji  points  matériels  d'é- 
gales masses;  Galecentre  de  gravité  de  Pj,  P2  ;  G3  le  centre 
de  gravité  de  P3  et  de  la  masse  Pj  -+-  P,2  posée  en  Gg  ;  G4  le 
centre  de  gravité  de  P4  et  de  G3 ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte 
que  G„  est  le  centre  de  gravité  de  P„  et  de  G„_i  ;  G„  est 
indépendent  de  la  manière  dont  on  prend  les  masses  5  dé- 
signons par  A(,)  la  distance  de  G,_i  à  P,,  la  quantité 


'(A.)'4-|(A3r-f-(|)(A 


2'    "    '   3'   "    '    V4 


{'^)< 


est  constante,  dans  quelque  ordre  qu  on  prenne  les  masses. 

Observation.  Gi  est  la  même  chose  que  Pj  :  ainsi  Ag 
est  la  distance  de  Pi  à  P,.  (Steiner.) 

295.  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  courbe 
algébrique  JM ,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe ,  qui 
la  rencontrent  aux  points  Aj,  Aa,.-!  A„.  On  suppose  que  la 
somme  des  carrés  de  ces  normales  est  égale  à  p^,  quantité 
constante.  Le  point  P  engendre  une  nouvelle  courbe  Mj  : 
la  normale  à  cette  courbe  menée  par  le  point  P  passe  par 
le  centre  de  gravité  des  points  Ai ,  Ag ,  etc. 

Cherchons  un  point  Q  tel,  que  l'on  ait 

(QA,)=  +  (QA,)=  -h .  .  .  +  QA„  =  />^ 

Le  lieu  du  point  Q  est  une  courbe  M?  touchant  la  courbe 
Ml  au  point  P. 


(  3i6  ) 
11  en  sera  de  mèuie  pour  une  relalioti  quelconque  entre 
les  normales^  dans  la  relation  donnée,  Alg  est  un  cercle. 


SOLllTIOX  DE  LA  QIESTION  282 

(voir  t.  Xll,  p.  443); 

Par  mm.  Joseph  SACCHI,  de  Pavie,  et  Angelo  GEINOCCHÏ. 


Soient  Ur ,  h^  les  coordonnées  rectangles  du  /'""""  sommet 
du  polygone  de  ii  côtés  inscrit  dans  la  parabole  représen- 
tée T^SiV  j^  =px\,  Ar  l'aire  du  triangle  ayant  ses  sommets 
aux  points  de  coordonnées  a^ ,  ij  -,  Or ,  h,-  ;  «r+i  -,  ^,+\  '■>  l'aire 

du  polygone  sera  \^      A,..  L'aire  d'un  triangle  en  fonc- 
tion des  coordonnées  de  ses  sommets  donne 

(i)      i\,=  {b,—  b,)  {(ir+t  —  Ci,)  —  [br+,  —  b,){ar~a,); 

et  comme  les  sommets  du  poUgone  sont  sur  la  parabole , 
on  aura 

bl=par,      bl^=jja,+,. 

En  substituant  ces  valeurs  de  a,.,  «,.^1  dans  l'équation  (i), 
on  a  • 

1pA,=  [br—b,)   [br+,—   b,){br+,—  br), 

et  l'aire  du  polygone  sera 


(2) 


I 
ip 


2"     V.-^)(^^+.-*0{^'-..-*r). 


Si  «j ,  a, ,... ,  a,. ,...  ,  a„  sont  les  projections  des  som- 
mets du  polygone  sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 


(  3i7  ) 
parabole,  l'équation  (?)  donne 


I  v> 


2/? 

iVote.  M.  Gilbert,  de  Louvain,  donne  la  même  démonstration,  sauf  la 
notation,  et  ajoute  cette  observation:  De  tous  les  polygones  d'un  même 
nombre  de  côtés  inscrits  dans  le  même  arc  de  parabole,  celui-là  a  l'aire 
maximum  pour  lequel  a ,  «,  =  a,  «3  =  a,  a^  =  — 

M.  Gérard ,  de  Toulouse  ,  donne  aussi  une  solution  qui  ne  diffère  pas 
de  celle  de  M.  Gilbert. 
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Thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris ,  pour 
obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences  mathématiques  ; 
par  M.  J.  Garlin ,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale, 
professeur  au  lycée  de  Lyon.  —  Thèse  de  Mécanique  : 
Sur  les  surfaces  isothermes  et  orthogonales  5  — Thèse 
d'Astronomie  :  Sur  les  mouvements  apparents  5  —  sou- 
tenues le  4  juillet  1 853.  Paris,  i853.  In-4°de  72  pages. 
Imprimerie  de  Mallet-Bachelier. 

Ces  thèses  ne  faisant  partie  d'aucun  recueil  scientifique, 
nous  croyons  utile  d'en  extraire  les  principaux  résultats. 
Voici  d'abord  le  résumé  de  la  première. 

1°.  L'étude  des  surfaces  isothermes  coniques  se  ramène 
à  celle  des  surfaces  isothermes  cylindriques,  en  prenant 
pour  coordonnées  la  longitude  ç  et  w  =  log  tangjG, 
0  étant  le  complément  de  la  latitude. 

2'\  Les  trajectoires^f/e/con/^ue.v  d'un  système  de  courbes 


(  3i8  ) 
isothermes,  planes  ou  sphériques,  sont  aussi  isothermes. 
Ce  théorème ,  connu  seulement  pour  les  trajectoires  ortho- 
gonales, sert  à  résoudre  le  problème  des  trajectoires  quel- 
conques dune  série  de  courbes  isothermes.  L'auteur  en 
fait  diverses  applications,  et  trouve  que  les  lignes  qui 
coupent  sous  l'angle  a  les  cercles  passant  par  deux  points 
sont  données  par  l'équation 

fi 


—  =  ke 


tang  K 


A  étant  une  constante  arbitraire,  /'  et  r'  les  rayons  menés 
d'un  point  de  la  courbe  aux  deux  points  fixes ,  0  l'angle  de 
ces  rayons. 

3°.  Les  seuls  systèmes  circulaires  isothermes,  tant  dans 
le  plan  que  sur  la  sphère,  sont  les  cercles  concentriques  ou 
de  même  pôle,  et  les  cercles  qui  passent  par  deux  points. 

4".  Les  seuls  systèmes  circulaires  doubles,  à  la  fois  iso- 
thermes et  orthogonaux,  soit  dans  le  plan,  soit  svir  la 
sphère,  sont  les  cercles  passant  par  deux  points  et  les 
cercles  de  même  pôle. 

5°.  Il  n'y  a  parmi  les  systèmes  sphériques  que  celui  des 
sphères  concentriques  qui  soit  isotherme. 

6".  Un  système  de  lignes  isothermes  en  donne  une 
infinité  d  autres.  En  particulier,  si  dans  les  équations 
d'un  système  et  de  son  orthogonal  on  remplace  les  coor- 
données par  les  températures  correspondantes ,  on  obtient 
deux  nouveaux  systèmes  isothermes  et  orthogonaux.  Ces 
deux  derniers  en  fournissent  deux  autres,  et  ainsi  de 
suite. 

'i'^ .  L'auteur  démontre  très-simplement  un  théorème 
de  M.  Binet  sur  les  axes  principaux  des  corps  5  un  autre 
de  M.  Dupin  sur  les  lignes  de  courbure  des  systèmes  triples 
de  surfaces  orthogonales. 

La  théorie  des  surfaces  isothermes  rappelle  naturelle- 


(  3^9  ) 
ment  le  nom  de  M.  Lamé,  leur  inventeur.  Nous  saisissons 
cette  occasion  de  constater  le  succès  obtenu  par  ses  Leçons 
sur  la  théorie  mothéniatique  de  l'élasticité  des  corps 
solides.  Nous  sommes  d'autant  plus  heureux  de  ce  succès, 
qu'il  encouragera  sans  doute  l'illustre  auteur  à  nous 
donner  sous  la  même  forme  d'autres  parties  du  cours  qu'il 
professe  avec  tant  d'éclat. 

Dans  la  seconde  thèse,  lauleur  donne  la  théorie  analy- 
tique des  mouvements  apparents  due  à  Coriolis,  et  l'ap- 
plique aux  ingénieuses  expériences  de  M.  L.  Foucault.  Il 
rapporte  les  points  du  système  à  trois  axes  rectangulaires 
mobiles  d'une  manière  quelconque ,  autour  d'une  origine 
qui  elle-même  se  meut  d'une  manière  arbitraire. 

M.  Garlin  recherche  si  les  images  géométriques  que 
M.  Poinsot  a  données  du  mouvement  absolu  subsistent 
pour  le  mouvement  apparent.  11  trouve  que  ce  dernier 
peut  être  représenté  par  le  roulement,  sans  glissement, 
d'un  certain  cône  attaché  au  corps  sur  un  autre  cône  qui 
paraît  fixe  à  l'observateur  entraîné  avec  les  axes  mobiles. 
Il  s'est  assiué  que  le  premier  ne  coïncide  pas  avec  le  cône 
du  second  degré  découvert  par  M.  Poinsot. 

On  voit ,  par  ces  simples  extraits ,  combien  il  y  a  de 
choses  dans  les  thèses  de  M.  le  D'  Garlin,  et  l'on  regrettera 
comme  nous  que  son  travail  n'ait  pas  reçu  une  publicité 
plus  étendue.  Prouhet. 


Théorie  analytique  du  plan  et  de  la  ligne  droite 
DANS  l'espace-,  par  M.  Henry  Faraguet,  ancien  élève 
de  l'Ecole  Polytechnique,  ancien  officier  de  marine. 
Imprimé  à  Dijon  ^  i854-  In-8°,  préface  1-2,  96  pages, 
I  planche  lithographiée. 

Toutes  les  questions  qui  se  rapportent  au  point,  à  la 
droite,  au  plan,  considérés  dans  l'espace,  soit  isolément , 


(    320    ) 

soit  combinés  entre  eux  dans  des  positions  générales  ou 
dans  des  situations  singulières,  sont  ici  résolues,  et  les 
calculs  sont  exécutés.  Le  système  de  coordonnées  est  re- 
latif à  trois  plans  rectangulaires  lorsqu'il  s'agit  d'angles 
et  de  longueurs  à  déterminer.  C'est  un  dictionnaire  de 
formules  dont  on  a  souvent  besoin-,  la  même  question  est 
résolue  par  plusieurs  méthodes  :  utile  exercice  pour  les 
élèves  de  nos  lycées,  et  économie  de  temps  pour  les  pro- 
fesseurs 5  deux  avantages  qui  recommandent  cet  ouvrage. 
Aux  dix-neuf  questions ,  on  peut  ajouter  celle-ci  :  Trou- 
ver l'équation  du  plan  mené  par  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites  et  également  incliné  sur  les  deux  droites. 
Le  mois  de  janvier  de  cette  année  (page  i)  renferme  un 
travail  analogue  de  M.  Baltzer  pour  les  coordonnées 
obliques  5  il  reste  encore  un  autre  à  faire  pour  les  coor- 
données polaires  :  c'est  le  plus  compliqué. 

SOlllTIOIV  DE  LA  QUESTlORi  257 

(voir  t.  XI,  p.  368)  ; 

Par  m.   l'abbé  PEPIN, 
du   petit  Séminaire  d'Iseure. 


Réduire  à  des  quadratures  simples  la  valeur  de  1  inté- 
grale triple 

S=    /    /    i  c^'^'^^^^'^^''^  xP  ylz'-dxdydz, 

OÙ  les  limites  des  variables  sont  déterminées  d'après  Liné- 
galité 

J.2  y  -2  Z-     «CT 

\-~-\ —        I.  (Strebor.) 

1 .    Remplaçons  —  par  r,  y^  par  j  ,  -  par  ^ ,  et ,  par  con- 


(  3.1   ) 
sécpient,  dx ,  dy^  dz  par 

-X       dx.       -y       dy,       -z       dz; 
nous  aurons 

^;>-+-i  .0+1  r+i  r  r  r  f~^  ^~'  '■~' 

'=         '•'         J  j J ^-"''"^'"'■'''■'''~ r~ ^~  d^d^dc, 

et  les  limites  seront  déterminées  d'après  l'inégalité 

x+  X  +  z  _  I. 

Posons 

/>  + 1        ,        7  +  1                  /•  +  I 
=  < .       =  m .       .  =  n 


et 


On  auj-a 


U. 


2^ 

2.  Cette  transformation  faite,  nous  réduirons  l'inté- 
grale U  par  la  méthode  Dirichlet.  Multiplions  cette  inté- 
grale par  l'intégrale  définie 

sin  u  ces  Au  du 


-f 


dans  laquelle 

k  ^  X  -h  y  -]-  z. 

Ce  facteur  est  égal  à  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de  A 
comprises  entre  — i  et  -H  15  et  il  est  nul  pour  toute  autre 
valeur  (Duhamel,  analyse,  t.  II,  p.  177).  Et  puisque  les 
variables  ne  peuvent  prendre  que  des  valeurs  positives , 
on  aura  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  et  ces  éléments 
seuls ,  en  prenant  o  et  00  pour  limites  de  l'intégration 
relativement  à  chaque  variable.  Donc 

Ann.  de  Malhcmat.,  t.  XlIL.  (Sept.    tS5/,.)  2  1 


{  3.:i  ) 
cos  {^x  -h y  -h  z)  u  est  la  partie  réelle  du  développemeul 
de  rexponenticUe  e('+-^+-^"  *'~^  Soit  donc 

^o      *^o      ^o 

Fintégrale  U  sera  la  partie  réelle  de  1  intégrale 

r      sin  a  du 

3.   L'intégrale  V  est  le  produit  de  trois  intégrales  sim- 
ples. Celle  qui  se  rapporte  à  o^  est 

Jo 
Or,  en  faisant 

b  -L 

a,  =  arc  tang  -     et      t-  =  (  «^  +  è*)'  » 

on  a  (MoiGKO,  Calcul  intégral ,  p.  Sop) 
on  a  donc,  en  posant  a  =  arc  tang  —  ? 

On  obtiendra  de  même  les  deux  autres  intégrales.  Ainsi , 

en  posant 

u 
ê  =  arc  tangy-j? 

7  =  arc  tang  "^ , 


on  aura 


_r(/)r(;n)r(/t).g-(^"+"'^-^"y)v^^ 


(  3.3  ) 
Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  proposée,  il  laut 
réduire  V  à  sa  partie  réelle.  On  aura  donc 

_a''' b'"'c^"r{l)T{m)r{n)  Ç"^      siDucos{lx~{- m^-h  ny)du 

4.  Si  on  appliquait  la  même  méthode  à  l'intégrale  triple 
S'=    f  f  Çe-^^'''-^^'-^^'''i\xP yiz-dxdydz, 

les  limites  étant  déterminées  comme  pour  l'intégrale  S, 

on  trouverait 

S'  =  S. 

La  même  méthode  s'applique  aussi  avec  succès  à  toute 
intégrale  multiple  de  même  forme  que  l'intégrale  S  ou  que 
l'intégrale  S',  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  des  va- 
riables, pourvu  que  l'inégalité  d'après  laquelle  on  doit 
déterminer  les  limites  soit  de  même  forme  que  l'inégalité 
donnée. 


FORMILES  PR\T101ES  DE  JIADRATIJRE  (* 

Par  m.   PIOBERT. 


La  nécessité  d'évaluer  les  aires  des  courbes  se  présen- 
tant fréquemment  dans  la  pratique  et  dans  les  intégra- 
lions,  cette  question  a  été  traitée  analytiquement  par 
plusieurs  géomètres ,  qui  ont  plutôt  cherché  à  obtenir 
une  grande  exactitude  dans  les  résultats  que  la  simplicité 
dans  les  opérations  à  effectuer  j  cependant  la  commodité 
des  calculs  est  une  qualité  indispensable  à  toute  formule, 
pour  qu'elle  puisse  devenir  usuelle. 

Les  méthodes  qui  conduisent  aux  solutions  les  plus 

(")  Foi';-  tome  X  ,  pajjo  'Jio. 

21. 
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simples  peuvent  être  facilement  déduites  de  considérations 
géométriques. 

1 .  Th.  Simpson,  qui  a  donné  une  formule  très-élégante, 
très-simple  et  généralement  très-approchée,  ramène  la 
question  à  trouver  la  surface  comprise  entre  une  courhe 
et  un  axe,  et  limitée  par  deux  ordonnées  extrêmes  e  et  E 
[fig.  i)  ;  puis  il  divise  cette  surface  en  un  nombre  pair 

Fig.  I. 


de  parties  de  même  largeur  h  au  moyen  d'ordonnées  équi- 
distantes  entre  elles.  On  a  alors  deux  figures  faciles  à  éva- 
luer, entre  lesquelles  la  surface  cherchée  se  trouve  com- 
prise, en  traçant  deux  polygones,  Tuu  intérieur  ou  inscrit, 
l'autre  extérieur.  Le  polygone  inscrit  est  formé  par  l'axe , 
les  deux  ordonnées  extrêmes  et  les  cordes  qui  réunissent 
deux  à  deux  les  sommets  voisins  de  toutes  les  ordonnées 
de  rang  pair.  Si  l'on  nomme  I  la  surface,  on  a 
I  =  /i(e-t-2lj^-f-E), 

2)',,  représentant  la  somme  des  longueurs  des  ordonnées 
de  rang  pair,  e  et  E  exceptés,  comprises  entre  Taxe  et  la 
courbe.  Le  polygone  extérieur  est  en  quelque  sorte  cir- 
conscrit à  la  courbe,  ou  plutôt  il  est  formé  des  tangentes 
à  la  courbe  menées  aux  sommets  des  ordonnées  impaires 
et  terminées  aux  ordonnées  paires  comme  les  cordes  du 
premier  polygone ,  puis  des  petites  portions  de  ces  ordon- 
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nées  paires  comprises  entre  deux  tangentes  consécutives. 
Soit  C  la  surface  de  ce  polygone  circonscrit,  on  a 

2j,  représentant  la  somme  des  ordonnées  de  rang  impair. 
Chaque  portion  de  courbe  comprise  entre  sa  corde  et 
sa  tangente,  peut,  tant  que  ces  deux  droites  ne  sont  pas 
trop  inclinées  l'une  sur  l'autre ,  être  considérée  comme 
dilïérant  peu  d'un  arc  de  parabole  dont  l'axe  serait  pa- 
rallèle aux  coordonnées  -,  mais  tout  arc  de  parabole  com- 
prend dans  sa  concavité  les  deux  tiers  de  la  surface  du 
parallélogramme  circonscrit,  aire  qui  est  alors  sensible- 
ment égale  à  celle  du  quadrilatère  formé  par  la  tangente , 
la  corde  et  les  portions  d'ordonnées  qui  réunissent  leurs 
extrémités.  Si  S  est  la  surface  cbercliée, 

(    S  =  I-+-|(G-I)=^(2C4-I) 

(')  i  h 

formule  de  Simpson. 

Pour  que  la  corde  soit  à  peu  près  parallèle  à  la  tan- 
gente au  point  de  la  courbe  situé  sur  la  même  ordonnée 
que  son  milieu,  il  faut  que  la  courbure  de  l'arc  diminue 
sensiblement  à  mesure  que  la  direction  de  la  courbe  se 
rapproche  de  celle  des  ordonnées-,  si  cette  diminution 
n'est  pas  aussi  grande  que  dans  la  parabole  à  axe  paral- 
lèle aux  ordonnées,  le  quadrilatère  circonscrit,  ou  l'espace 
qui  sépare  les  deux  polygones ,  a  une  surface  moins  grande 
que  celle  du  parallélogramme  également  circonscrit  au 
même  segment ,  et  la  formule  de  Simpson  donne  une  éva- 
luation trop  faible  pour  les  courbes  convexes,  ou  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  l'axe,  et  trop  forte  pour  celles 
dont  la  courbure  est  en  sens  contraire.  Cela  a  lieu  égale- 
ment, mais  dans  des  limites  plus  restreintes,  lorsque  la 
courbure  dos  arcs  diminue  plus  rapidement  que  dans  la 
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parabole  à  axe  parallèle  aux  ordonnées,  courbe  pour  la- 
quelle la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  et  la  formule  de 
Simpson  exacte. 

Cette  formule ,  qui  donne  généralement  une  grande  ap- 
proximation, est  beaucoup  moins  exacte  pour  les  surfaces 
dontles  contours  ont  une  courbure  très-prononcée,  comme 
pour  les  sommets  de  courbe,  lorsque  les  éléments  des 
arcs  sont  peu  inclinés  par  rapport  aux  ordonnées  -,  il  est 
alors  indispensable  de  changer  la  direction  de  ces  der- 
nières :  ainsi  la  parabole,  pour  laquelle  la  formule  est  tou- 
jours exacte  lorsque  les  ordonnées  sont  parallèles  à  son 
axe,  n'est  évaluée,  dans  sa  position  ordinaire  et  à  partir 

de  son  sommet,  qu'avec  une  erreur  en  moins  de     _   .    ; 
^  23,3i4 

de  la  surface  véritable. 

2.  Lorsque,  comme  dans  ce  dernier  cas,  la  courbure  est 
très-grande  à  l'origine  des  coordonnées,  que  la  direction 
des  éléments  de  la  courbe  est  peu  inclinée  sur  celle  des 
ordonnées  et  qu'il  n'est  pas  possible  de  changer  ces  der- 
nières, il  ne  faut  pas  employer  le  polygone  inscrit  qui  s'é- 
loigne beaucoup  de  la  courbe  dans  cette  partie  5  mais  il 
convient  alors  de  rapprocher  le  polygone  extérieur  de 
cette  partie  de  la  courbe,  en  divisant  la  surface  en  un 
nombre  impair  de  parties  [Jig.  2) ,  et  en  se  servant  de  la 

Fig.  2. 
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longueur  j,  de  l'ordonnée   située  au  milieu  de  la  pre- 

2 

mière  division  :  on  a  aiusi 

(2)  S=/i  (j^-h2lj^), 

formulequi donne,  danslecas  très-défavorable  de  l'exemple 
précédent ,  moitié  moins  d'erreur  que  la  formule  de  Simp- 
son ,  c'est-à-dire  qui  ne  diffère  que  de  -, — 7—=  de  la  surface 
^  ^  49>495 

véritable  de  la  parabole.  Cette  méthode  réussit  très-bien 
dans  beaucoup  d'intégrations. 

3.  Comme  dans  les  circonstances  où  la  formule  de 
Simpson  est  le  plus  en  défaut,  le  polygone  inscrit  s'éloigne 
beaucoup  du  polygone  extérieur,  on  serait  tenté  de  dou- 
bler le  nombre  de  ses  côtés ,  en  joignant  les  sommets  de 
toutes  les  ordonnées ,  ce  qui  diminue  d'environ  moitié  la 
surface  comprise  entre  les  deux  polygones,  surface  dont 
la  répartition  en  dehors  et  en  dedans  de  la  courbe  cause 
Terreur  d'évaluation  5  mais  ,  par  une  suite  de  compensa- 
tions, on  retombe  encore  sur  la  formule  de  Simpson. 

On  réussit  mieux  en  ne  réduisant  de  longueur  que  la 
première  et  la  dernière  corde ,  qui ,  en  général ,  divergent 
le  plus  de  la  tangente ,  et  en  limitant  les  autres  aux  som- 
mets des  ordonnées  impaires,  les  seules  employées  alors 
à  l'évaluation  de  la  surface^  de  sorte  que,  pour  un  même 
nombre  d'ordonnées  connues ,  ou  réduit  de  près  de  moitié, 
ou  dans  le  rapport  de2/z-[-ià7z-|-2,  la  longueur  des  arcs. 
La  surface  comprise  entre  les  deux  polygones  étant  égale- 
ment beaucoup  diminuée  dans  les  points  où  elle  est  la  plus 
étendue,  on  n'a  pas  besoin  d'évaluer  très-exactement  la 
répartition  à  faire  entre  lei  petits  triangles  mixtilignes  in- 
térieurs et  extérieurs  ;  aussi  .M.  Poncclet  a  obtenu  une  for- 
mule assez  approchée ,  en  prenant  simplementla  moyenne 
des  surfaces  des  deux  polygones  inscrit  et  circonscrit. 
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Dans  ce  cas,  le  polygone  inscrit  a  pour  surface 


3  =  h  [ h  2  IjTi  -t 


d'où 

(3) 


-) 


S  = 


■J. 


2  IXi  -f 


E  — JTjn-, 


4-  ■  —  •        4 

valeur  un  peu  faible  pour  les  courbes  convexes  à  l'exté- 
rieur ,  et  qui ,  dans  le  cas  défavorable  de  la  parabole  or- 
dinaire ,  diffère  de  la  véritable  surface  de 


102,8 


4.  Il  est  possible  d'évaluer  très-approximativement  le 
rapport  des  surfaces  comprises  entre  la  courbe  et  les  poly- 
gones extérieur  et  intérieur,  en  supposant,  ce  qui  est  per- 
mis pour  de  petits  arcs ,  que  chacune  des  portions  et  delà 
courbe  [Jig-  3  )  est  composée  de  deux  arcs  de  cercle  cb  et 

Fig.  3. 


b't  ayant,  en  c  et  en  t,  mêmes  tangentes  qu'elle,  ou  même 
polygone  extérieur,  etmesurant  les  angles  a'et/3'des cordes 
et  des  tangentes.  En  effet,  si  l'on  mène  à  la  corde  et  une 
perpendiculaire  bo",  telle  que  aa'^  portion  d'ordonnée 
comprise  entre  les  deux  tangentes  consécutives,  soit  par- 
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tagée  de  manière  que  les  deux  très-petits  triangles  formés 
par  ces  lignes  soient  égaux,  on  voit  que  la  surface  com- 
prise entre  le  sinus  de  l'arc  cb  et  la  tangente  est 

—  (  tang  a.'  —  sin  a'  cos  a')  ; 

la  surface  comprise  entre  le  même  arc  cb  et  la  portion  de 
corde  cd  ou  son  sinus  est 


r'  /  Tra'  .       ,  \ 

—  I  -7^ sm  a  cos  a   I  • 

2   \i8o"  / 


Le  rapport  de  ces  deux  quantités 

2  tant,'  a!  —  sin  2  a' 


R  = 


7ra  . 

sm  2  a! 

90° 


n'est  fonction  que  de  la  grandeur  angulaire  ou  de  l'am- 
plitude des  portions  de  la  courbe;  on  peut  donc  former 
une  Table  de  ses  différentes  valeurs. 

U=  O  1°  2°  3°  4°  5°  6°  rj" 

R  =  i,5oooo  ijSooog  T, 50087  i,5oo82  i,5oi47  1,50229  i,5o33i  i,5o45i 
a  =      8°  9"  10°  11°  12°  i3°         î4°  150 

R  =  1,50590  1,50748  1,50926  i,5ii24  i,5i342  i,5i58o  i,5i839  1,52119 
a=     16°         17°  18"  19°         20°  21"  22°         23° 

R  =  1,52422  1,52747  1,53094  1,53464  1,53862  1,54283  1,54728  1,55200 
u.  =      24°       25°  26°         27°        28"  29°         Se"  450 

R  =1,55699  1,56228  1,56787  1,57376  1,57996  1,58649  ij59337  1,75192 

Lorsque  la  direction  des  extrémités  de  la  courbe  ne  se 
rapproche  pas  de  celle  des  ordonnées,  il  convient  de  mo- 
difier la  valeur  de  e  ou  de  E  ;  ainsi ,  quand  l'élément 
extrême  est  parallèle  à  l'axe,  on  fait  E  =y^^_^  dans  l'ex- 
pression de  la  surface;  ce  qui  revient  à  prendre  pour  der 
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uier  côté  du  polygone  inscrit  le  sinus  tni  au  lieu  de  la 
corde  tl. 

La  Table  des  rapports  R  permet  d'atteindre  à  une  assez 
grande  précision ,  lors  même  que  les  divisions  de  la  sur- 
face comprennent  des  arcs  très-prononcés.  Si  la  courbe 
est  divisée  en  arcs  assez  petits  pour  que  leur  amplitude 
ne  dépasse  pas   7  à  8  degrés  par  exemple,   en  prenant 

R  =  i,5o,  la  correction  ne  serait  que  deTrrr-  de  la  ditle- 

rence  des  surfaces  inscrites  et  circonscrites,  qui  déjà  dif- 
fèrent assez  peu  entre  elles.  On  a  alors 

(  S=J  +  ^(C-J)  =  ^J+|C 

(4)  .  "■  V  . 

qui  donne  une  valeur  un  peu  plus  grande  que  celle  de  la 
surface  des  courbes  convexes  5  dans  le  cas  très-défavorable 
de  la  parabole  des  exemples  précédents ,  Terreur  est  de 

I 
bob,b' 

5.  L'évaluation  de  la  surface  d'un  quart  de  cercle  au 
moyen  des  différentes  formules  (i) ,  (2) ,  (3)  et  (4) ,  pré- 
sente des  résultats  analogues  à  ceux  qui  out  été  donnés 
précédemment  pour  la  parabole  dans  sa  position  ordi- 
naire. Ainsi,  en  prenant  le  rayon  égal  à  l'unité  et  em- 
ployant dix  ordonnées,  on  a  les  approximations  sui- 
vantes : 

Avec  la  formule  de  Simpson  (1) —  o,oo3646 

Avec  le  polygone  circonscrit  (  2  ) H-  o ,  00 1 825 

Avec  la  formule  de  Î\I.  Poncelet  (3) —  0,0011 83 

En  supposant  R  =  1 ,5o  ,  formule  (4) •  -h  o,oooi3o 

Avec  la  modification  de  E  et  une  valeur  moyenne 

de  R +  0,000088 

Cette  dernière  méthode  est  surtout  avantageuse  c[uand 
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on  n'a  qu  un  petit  nombre  de  valeurs  d'ordonnées  de  la 
courbe.  Si ,  par  exemple  ,  on  n'eu  avait  que  deux  dans  le 
cas  précédent ,  les  approximations  seraient  les  suivantes  : 

Avec  la  formule  de  Simpson  (i) —  o,o4i38i 

Avec  le  polygone  circonscrit  (2) -h  0,014696 

Avec  la  formule  de  M.  Poncelet  (3) —  0,014912 

En  supposant  R=  i,5o,  formule  (4) -h  0,008206 

Avec  la  modifical  ion  de +   o, 001888 

Avec  cette  modification  et  une  moyenne  valeur 

de  R +  o ,  000462 

Ces  formules  ne  sont  plus  classées  de  la  même  manière 
quand  les  arcs  de  grande  courbure  sont  placés  moins  dé- 
favorablement 5  ainsi ,  pour  l'hyperbole  équilatère  ayant 
pour  équalionay  =  i ,  et  dans  les  limites  dex=iàx  =  2^ 
en  employant  dix  ordonnées,  les  approximations  sont  : 

Avec  la  formule  de  Simpson  (i) -h  o  ,000008089 

Avec  le  polygone  circonscrit (2) —  0,000278846 

Avec  la  formule  de  M,  Poncelet  (  8)    -f-  0,000128016 

En  supposant  R  z=  i,5o,  formule  (4).  ••  •  —  0,000021978 
Avec  la  modification  de  E  et  une  valeur 

moyenne  de  R .  .  . —  o ,  0000 1 8634 

La  formule  de  Simpson  reprend  alors  ses  avantages. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  289      '        X     ^  '^'^i'Hài?- 

(voir  p.  192); 

Par  m.  N.  DE\TLDER, 

Professeur  à  l'Athénée  royal  de  Namur. 


1".   Soit  d'abord 

CAD  =  CBE. 


Les  deux  triangles  CAD  et  CBE  sont  semblables  et  four- 
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nisseut  la  propo 

nlion 

AD       AC 
BË  ~BC' 

Mais  AC  est  ^  BC,  puisque  l'on  a 

Donc 

A<B. 
AD  >  BE. 

c 

/\  A** 

A-^^ -^] 

2".  Soit 
Faisons  l'angle 

CAD  <  CBE. 
CAD'  =  CBE. 

c.     Q.    F.    D. 


La  droite  AD'  fera,  avec  la  droite  CB,  un  angle  AD'B 
plus  grand  que  Tangle  ADB,  qui  forme  rindinaisou  de  la 
droite  AD  sur  CB  \  car  on  a  évidemment 

G  +  CAD'>C+CAD. 

Par  conséquent , 

AD  >  AD'. 

Mais,  d'après  ce  qui  précède, 

AD'>BE; 

donc,  à  fortiori . 

AD  >  BE. 
3°.  Soient 

DAB       EBA 
^■>='^^-     "     DÂC=ETrc' 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

DAC  _  EB 
CÂB  ~ËBÂ' 

je  dis  que  l'on  aura 

CAB  =  CBA. 

Car  supposons  que  Ton  puisse  avoir 


on  aurait  dès  lors 


CAB  ^  CBA, 


UAC^EBC; 


et,  d'après  ce  cjui  vient  d'être  démontré,  on  devrait  avoir 

< 
> 


AD  5  BE . 


Mais ,  par  hypotlièse , 

AD  =  BE; 
donc 

A  =  B.  n.  o.   F.  D. 

Cas  particulier.  Si  les  bissectrices  de  deux  angles  d'un 
triangle  sont  égales ,  le  triangle  est  isocèle. 

M.  E.  Lavelaine  de  Maubcuge  (lycée  de  Montpellier), 
construit  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  hauteur  et 
la  bissectrice  de  l'angle  opposé  à  la  base,  et  démontre 
ensuite  :  i°  que  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  égaux 
lorsqu'on  a 

A  =  A',     BC  =  B'C'; 
bissectrice  AD  =  bissectrice  A'D'; 
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2°  dans  un  triangle  rcc  illigne,   au  plus  petit  angle  cor- 
respond la  plus  grande  bissectrice,  à  l'angle   moyen  la 
moyenne  bissectrice,  et  au  plus  grand  angle  la  plus  pe- 
tite bissectrice. 

Soit,  dans  le  triangle  ABC  , 

B>A; 
alors 

bissectrice  AD  ]>■  bissectrice  BE. 


En  effet, 


AD  =  AC.AB  — DC.BD,     AC>BC, 
BC  '  =  BC .  AB  —  EC .  EA  ; 


AC.AB>BC.AB,      EA  =  J^j,^, 

BD  = 

BC.AB 

"  AB  +  AC 

donc 

EA  >  BD. 

On  verra  de  n\ême  que 

EC>DC; 

donc 

EC.EA>  DC.BD; 

par  conséquent, 

AD>BE. 

Ensuite  M.  Lavelaine  résout  la  question  289  à  peu  près 
comme  ci-dessus. 
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ÉTIDE  GÉOMÉTRIQIE  SIR  LES  REPTOIRES  (suite  et  fin) 

(voir  p.  274)  ; 

Par  m.  PROUHET, 

Professeur. 


Problème  MI.  Connaissant  la  reptoire  et  l'une  de  ses 
génératrices j  tromper  l'autre. 
Fig.  4. 


Bl'\- N 


<P 


Soient  A  la  courbe  fixe  et  R  la  reptoire  {Jig.  4)-  Sup- 
posons le  problème  résolu,  et  soit  B  la  courbe  rampante 
placée  quelque  part  dans  le  plan,  avec  l'orientation  qu'elle 
conserve  dans  tout  le  cours  du  mouvement.  Appelons  N 
le  point  décrivant. 

Lorsque  le  point  M  vient  en  contact  en  un  point  M' de  A, 
la  droite  NM  coïncide  avec  N'  M' qui  lui  est  égale  et  paral- 
lèle. En  outre ,  les  tangentes  aux  deux  courbes  aux  points 
M'  et  N'  sont  parallèles.  De  là  la  construction  suivante  : 

Ayant  pris  à  volonté  un  point  N'  sur  la  reptoire  et  un 
point  N  sur  le  plan,  cherchez  sur  la  courbe  A  un  point  jM' 
tel ,  que  la  tangente  à  la  courbe  A  en  ce  point  soit  pa- 
rallèle à  la  tangente  à  la  reptoire  en  N'.  Menez  NM 
égale  et  parallèle à]S' M':  M  sera  un  point  de  la  courbe  B. 
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Remarques.  I.  Cette  construction  renversée  permet  de 
tracer  la  reptoire  par  points  sans  faire  mouvoir  la  fi- 
gure B. 

II.  Il  y  a  réciprocité  entre  les  courbes  A ,  B  et  R.  Si 
l'on  obtient  R  en  faisant  ramper  extérieurement^  sur  A, 
on  aura  A  ou  B  en  faisant  ramper  intérieurement  B  ou  A 
sur  R. 

§  II.   Dumouvement  de  reptation  sous-cqntraire. 
Fig.  5. 
et' 


\ 


O  B        s 

Définitions.  I.  Soient  (^g^.  5)  AB  un  arc  de  courbe;  M 
s  on  milieu  cV  amplitude,  c'est-à-dire  le  pointqui  le  partage 
en  deux  arcs  d'égale  amplitude  ;  TS  la  tangente  à  AB  au 
point  M  5  A'B'  un  arc  symétrique  de  AB  par  rapport  à  TS. 
Si  l'on  fait  ramper  A'  B'  sur  son  égal  AB ,  on  dira  que 
l'arc  AB  rampe  sous-contrairement  sur  lui-même. 

II.  La  reptoire  engendrée  sera  dite  elle-même  une  rep- 
toire sous-contraire. 

III.  Le  point  M  sera  dit  centre  de  reptation. 
Remarques .  I.  Le  mouvement  de  reptation  amène  tour 

à  tour  A'  en  B  et  B'  en  A . 

II.   Si  l'on  fait  ramper  une  courb(î  fermée  B  sur  son 
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égale  A,  le  mouvement  de  leptalion  pourra  être  cou- 
sidéré  comme  sous-contraire;  car  il  est  clair  que  les 
diverses  courbes  symétriques  de  A  par  rapport  aux  lan- 
geules  de  celle-ci  présentent  toutes  les  orientations  pos- 
sibles, et,  par  suite,  qu'il  y  en  a  une  orientée  comme  la 
courbe  B.  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  pour  une  courbe 
ouverte. 

Théokème  YII.  Lorsque  la  courbe  AB  (/'g.  5)  rampe 
soHS-contrairement  sur  elle-même,  si  Von  prend  pour 
point  décrivant  le  point  de  rencontre  des  normales  ex- 
trêmes, la  reptoire  engendrée  sera  symétrique  par  rapport 
à  la  bissectrice  00'  de  V angle  AOB  des  normales  ex- 
trêmes. 

Soient  MD  et  MC  deux  arcs  d'égale  amplitude  pris  sur 
la  courbe  AB;  MD',  MC  deux  anircs  arcs  symétriques 
des  premiers  par  rapport  à  TS,  et,  par  conséquent,  aussi 
d'égale  amplitude. 

Le  point  C  étant  amené  en  D  par  le  mouvement  de 
reptation ,  O'  sera  amené  en  O"  à  l'extrémité  d'une  droite 
O'O"  égale  et  parallèle  à  CD.  De  même,  D'  étant 
amené  en  C ,  O'  passera  à  l'extrémité  de  la  droite  O'  O" 
égale  et  parallèle  à  D'  C. 

Mais  CD^CD',  et,  de  plus,  ces  deux  droites  sont 
également  inclinées  sur  l'axe  de  symétrie  TS. 

Donc  O'O"  et  O'O'"  sont  égales  et  également  inclinées 
sur  00'.  Donc  O"  etO'"  sont  symétriques  par  rapport  à 
OO',  et,  par  suite,  la  reptoire  a  tous  ses  points  symé- 
triques deux  à  deux  par  rapport  à  l'axe  00'.    c.  q.  f.  d. 

Remarques.  I.  Les  deux  normales  extrêmes  de  la  rep- 
toire sont  égales  entre  elles ,  et  égales  à  la  somme  des  nor- 
males extrêmes  OA  et  OB  de  la  courbe  primitive. 

IL  La  normale  OO'  de  la  reptoire  est  double  de  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  la  tangente  menée  à  AB  par 
le  milieu  d'amplitude  de  cet  arc. 

Ann.  de  Malhcnial.      t.   XIII.  (Sept.    iSj^.)  22 
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III.  Si  l'ou  imagine  uue  eoiube,  lello  qu  une  ellipse, 
ayant  deux  axes  de  symétrie  et  quatre  sommets,  si  l'on 
prend  pour  centre  de  reptation  le  milieu  d'amplitude  de 
l'arc  compris  entre  deux  sommets  consécutifs,  on  obtien- 
dra une  reptoire  ayant  quatre  axes  de  symétrie  et  huit 
sommets.  Cette  reptoire,  qu'on  peut  appeler  du  premier 
ordre,  fournira  une  reptoire  du  second  ordre  ayant  huit 
axes  de  symétrie  et  seize  sommets,  et  ainsi  de  suite. 

IV.  Soit  2  A  la  longueur  commune  des  grands  axes  de  sy- 
métrie de  la  n'^""'  reptoire  ,  et  2  B  la  longueur  des  petits 
axes.  Si  2  A  est  un  niaxintuni  absolu  et  2  B  un  minùnwn 
absolu  parmi  les  diamètres  de  la  reptoire,  alors  il  est  clair 
que  celle-ci  sera  comprise  entre  deux  circonférences  de 
rayons  A  et  B.  Ces  deux  circonférences,  divisées  par  2", 
donneront  deux  limites  comprenant  la  courbe  primitive. 

Pour  que  A  soit  un  maximum  absolu  et  B  un  minimum 
absolu,  parmi  les  rayons  vecteurs  de  la  reptoire  (le 
pôle  étant  au  centre  de  la  courbe  primitive) ,  il  sulBt  c[uc 
le  ravon  vecteur  soit  continuellement  croissant  ou  dé- 
croissant d'un  sommet  de  la  reptoire  au  sommet  voisin. 
Mais  cette  condition  n'est  pas  indispensable. 

Ces  restrictions  ne  sont  pas  mentionnées  par  Bernoulli 
pages  437  et  suivantes,  page  443-  A  cette  époque  (1707) , 
il  u  applique  ses  théorèmes  d'approximation  (ju'à  des  arcs 
de  courbe  avec  lesquels  il  parvient  à  composer  une  courbe 
de  forme  elliptique,  ce  qui  n'est  possible  c[ue  si  lampli- 
tude  est  uue  partie  aliquote  de  2  ?:.  On  verra  plus  loin 
qu'on  peut  se  passer  de  ce  procédé,  et  Bernoulli  lui-même 
paraît  y  avoir  renoncé. 

Problème  MIL  Transformer  un  arc  de  courbe  en 
(Vautres  arcs  (VcgaJe  longueur j,  mais  d'espèces  diffé- 
rentes. 

En  faisant  rampci-  sous-conlrairement  l'arc  proposé, 
ou  obtient  une  reptoire  douMc  en  longueur,   mais  par- 
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lagéo  eu  deux  parties  égales  par  un  axe  de  svniétiie.  Uue 
de  ces  parties  résout  le  problème  proposé.  Eu  opérant  sur 
ce  second  arc  comme  sur  le  premier,  ou  eu  obtiendra  un 
troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  résout  encore  le  problème  eu  faisant  ramper  inté- 
rieurement l'arc  donné  sur  un  autre  ou  semblable  et  de 
longueur  double. 

Remarques.  I.  Si  la  cour])e  proposée  est  algébrique, 
il  en  sera  de  même  de  la  reptoire,  car  l'équation  de  cette 
dernière  s'obtiendra  par  uue  élimination  entre  des  équa- 
tions algébriques. 

II.  Lorsque  la  courbe  proposée  est  un  cercle,  la  rep- 
toire est  aussi  un  cercle,  et  l'une  des  conditions  du  pro- 
blème n'est  plus  remplie  ^  mais  on  peut  procéder  à  cet 
égard  de  la  manière  suivante  : 

Soit  x^-\-  y^  =  a^  l'équation  d'un  cercle^  construisons 
une  courbe  donnée  par  les  équations 

3  a-x  —  .r^  X' 


3  «•  3  rt' 


a:'-\-  jr    =  i^r 


Le  calcul  montre  que  la  différence  entre  la  longueur  d'un 
arc  de  la  nouvelle  courbe  commençant  à  l'axe  des  y  et  celle 
d'un  arc  du  cercle  commençant  au  même  axe  et  terminé 
au  point  [x .,  y)  s'exprime  par>une  quantité  algébrique. 
Quand  )^=  o,  la  partie  algébrique  disparaît,  et  l'arc  de 
la  nouvelle  courbe  est  égal  auhuitième  de  la  circonférence 

proposée,   ou  à  une  circonférence  ayant  pour  rayon  ^? 

rayon  qu'on  peut  considérer  comme  donné. 

III.  Eu  faisant  ramper  l'un  sur  l'autre  deux  arcs  sem- 
blables à  un  arc  donné  «,  l'un  égal  à  ma.,  l'autre  à  na  ^ 
on  obtiendra  uue  reptoire  égale  à  [m  -\-ti)  a^  ce  qui  per- 
mettra de  transformer  un  arc  en  un  autre,  en  général  d'es- 
pèce ditférente,  ayant  un  rapport  donné  avec  l'arc  pro- 
posé, et  cela  d'une  infinité  de  manières. 
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Théorème  IX.  Soierit  AB  [fig.  6  (*)]  un  arc  convexe  ; 
OA,  OB  ses  normales  extrêmes  :  tJ,  son  amplitude .  SiVoii 
suppose  qu'un  rayon  vecteur,  couché  d'abord  sur  OA  et 
se  niou\^ant  vers  OB ,  en  ayant  son  extrémité  sur  Varc, 
soit  toujours  croissarit,  on  aura 

(i)  arc  AB  <  nr.OB. 

(2)  arc  AB  >  cr.OA. 


Décrivons  du  point  O,  avec  OA  pour  rayon,  l'arc  de  cer- 
cle AD  qui  rencontre  OB  en  D,  et ,  avecOB  comme  rayon, 
l'arc  BC  qui  rencontre  OA  prolongé  en  C.  D'après  l'hy- 
pothèsc,  l'arc  AB  devra  être  compris  tout  entier  dans  le 
quadrilatère  mixtiligne  ACBD. 

Si  l'on  mène  AE  tangente  à  l'arc  AB  et,  par  suite, 
perpendiculaire  à  AO,  on  aura 

arc  AB  <  AE  -4-  arc  EB. 

Mais  la  perpendiculaire  AE  étant  moindre  que  loblique 
EC  et,  à  plus  forte  raison,  que  lare  CE,   on  aura 

arc  AB  <  arc  CE  +  arc  EB, 
<  arc  CB , 
ou  bien 

arc  AB<CT.OB. 

(*)  11  s'est  glissé  dans  cette  figure  quelques  inexactitudes  que  le  lecleu! 
corrigera  facilement  en  s'nidant  des  indications  du  texte. 
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Pour  démoiilrcr  la  seconde  pailie,  replions  la  ligure 
autour  de  OB  :  nous  aurons,  parce  que  l'arc  ABA'  enve- 
loppe l'arc  ADA', 

arc  ABA'  >  arc  ADA', 

2  arc  AB  ^  2  arc  AD, 

arc  AB  >  cr.OA. 

Remarques.  I.  Si  du  pointO  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  diverses  tangentes  à  l'arc  AB,  le  lieu  des 
pieds  de  ces  perpendiculaires  sera  un  arc  tangent  à  AB 
aux  points  A  et  B,  et  dont  tous  les  autres  points  seront 
en  deliors  de  AB. 

II.  Le  rayon  vecteur  du  nouvel  arc  sera ,  comme  celui 
de  l'arc  primitif,  croissant  de  OA  vers  OB. 

Cette  remarque,  conséquence  de  la  règle  (*),  pour  me- 
ner les  tangentes  à  ces  sortes  de  courbes  ,  nous  dispensera 
plus  tard  de  chercher  l'équation  de  la  reploire. 

Fiff.  7. 


Lemme.  —  AB  (  fîg.  y)  est  un  arc  de  courbe  d'une  am- 
plilude  u,  et  dont  les  normales  extrêmes  se  rencontrent 


{*)  RiciiAUii,  Nouvelles  Annales,  tome  II,  pa;;<'  ff'^G. 


(  34^  ) 
auj)oiiiL  O.  AC  et  Al)  sont  des  arcs  d'amplitudes  complé- 
mentaires y.  et  15  —  a.  Le  point  O'  est  le  point  de  la 
reptoire  sous-contraire  qui  correspond  au  point  Q.  Enjin, 
OP,  OQ .  OR  sont  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
les  tangentes  à  AB  et  à  sa  reptoire ,  menées  par  les  points 
C,  D  et  O'.  Je  dis  quon  a 

OR  =  OP  +  OQ. 

En  elFet ,  dans  le  mouvement  de  reptation  ,  la  tangente  DQ 
vient  coïncider  avec  la  tangente  CP  et  OQ  avec  O'  Q' 
perpendiculaire  à  CP.  D'un  autre  côté,  O'  R  tangente  à 
la  reptoire  est  parallèle  à  CP.  On  a  donc,  à  cause  du  rec- 
tangle R  O' Q' P^ 

OR  =  OP  +  PR  =  OP  H- O' Q' =r  OP  4- OQ.     c.   <j.   r.   d. 
Remarques.  I.   Si  1  on  pose 

OP=P(a),       0Q  =  P(c7  — a).       OR=P,  (a), 

le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  s  exprimera 

par  l'égalité 

P,  ,aj  =P  (a;+  P  'cj  —  x). 

II.  Supposons  que  la  première  reptoire  en  engendre 
une  seconde  en  rampant  sous-contrairement  sur  elle- 
même,  le  centre  de  reptation  étant  le  milieu  d'amplitude 
de  1  are  compris  entre  deux  sommets  consécutifs^  que  la 
seconde  en  engendre  de  la  même  manière  une  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  Désignant  par  P„  (a)  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  une  tangente  à  la  n"""'  l'cptoire. 
nous  aurons 

P,,(a)=P,  (a)  +  P,  (--X 


2 


puisque  -  est  l'amplitude  d'un  élément  {*)   de  la  pre- 


(  ')  Nous  entendons  ici  [stf  élément  d'une  reptoire  l'arc  compris  entre 
deus  sommets  consécutifs, 
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uiière  leploire ;  mais 

P.{a)=:  P  (a)  +  P(cT-a), 


Donc 

P,  (a)=P(a)4-P  ('^  —  a)   +P    |  ^  +  a\   +  P  (  nx  -  a). 

On  trouvera,  pourla  /i'^""' reptoire,  en  posant  2"=  2m, 

P„(«)  =  P(«)  +  P  (--  a)  -i-P 


P  I  —  -  a  )   +  P 


2CT 
//2 


a      +. 


m.  Si  l'on  suppose  alternativement  a  =  o,  a 
on  aura 

4 


P„(o)=2 


1  ^  ,       ,  _    /  2  CT 
-p     Oj+P      — 

2  \  2  W 


^  /6  ct\  _,  iim  —  2 

4-  P  I- H-...+  P 

.  2  m  / 


-fe)=^[-(^:)-n 


3  CT 
2//2 


2  /«       ^/  J 


Théorème X.  Ze5  mêmes  hypothèses  et  notations  étant 
conservées ,  comme  aux  théorèmes  précédents ,  F  arc  AB 
est  compris  entre  deux  arcs  de  cercle  d'amplitude  ex  et 
ayant  respectivement  pour  rayons 


Pn(0) 


P„      — 
\  2/rt 

2  in 


pourvu  que  la  longueur  désignée  par  P„  (a)  soit  con- 
stamment croissante  ou  décroissante  lorsque  V angle  a 

varie  de  o  a  —  • 
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En  etïcl,  si  P„  (a)  est  constamment  croissant  ou  dé- 
croissant [ihéor.  IX ,  Rem.  H) ,  il  en  résulte  que  le  rayon 
vecteur  de  la  n"""''  rcptoirc  est  lui-même  constamment 
croissant  ou  décroissant  pour  tout  un  élément  de  cette 
reptoire  :    ses    valeurs    extrêmes   sont  donc    P„(o)    et 

P„  I  )  '  et,  comme  l'élément  de  la  /i'^"""  reptoire  a  pour 

amplitude    — ?   on  en   conclut  que  cet  arc  est  compris 


entre 


P„  (o)        et 

2/7/ 


9.  m         \  2  m  j 


ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  l'élément  de  la 
/i''"'"  reptoire  est  égal  à  AB  et  que  les  limites  précédentes 
peuvent  s'écrire 


?^'     c, 


p« 

, ,  ,  \  2  ///   ,  .    ,  ,    . 

lie  marques.    1.  ^ —est  nnemoYennearitlimeli<|ue 

'  2///  -^  ^ 

ciilre  les   longueurs  des    perpendiculaires   abaissées    du 

point  O  sur  les  côtés  de  rang  pair  d'un  polygone  équiangle 

.    <    »  ..   P«(o) 
de  2//i  +  I  côtes  circonscrit  a  Ab.  — ^-- représente  aussi 

2/?/  ^ 

une  moyenne,  en  ne  comptant  que  pour  un  seul  terme  la 
demi-somme  des  normales  extrêmes. 

Du  lliéorème  sur  les  rayons  de  courbure  des  reptoires 
(4,  11),  il  résulte  que  pour  des  reptoires  d'un  ordre  de 
plus  en  plus  élevé  la  courbure  diminue  de  plus  en  plus, 
de  sorte  ([uun  élément  de  la  reptoire  dillère  de  moins  en 
moins  d'une  ligne  droiteoud'un  arc  de  cercle  de  Irès-grand 
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rayon.  On  voit  donc  que  si  n  augmente  indéfiniment,  la 
fonctionP„(a)  doitfinir  par  remplir  la  condition  énoncée, 
c'est-à-dire  être  toujours  croissante  oudécroissante  quand 
on  passe  d'un  sommet  de  la  /z"'"^  reptoire  au  sommet  voi- 
sin. Le  théorème  est  donc  vrai  pour  fi  =  co  ,  et,  par 
suite, 

Un  arc  de  courbe  AB,  remplissant  les  conditions  énon- 
cées plus  haut ,  est  égal  à  un  arc  de  cercle  de  même  am- 
plitude et  ayant  pour  rayon  la  limite  de  la  moyenne  des 
perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'amplitude  de  l'arc 
AB  sur  les  côtés  d'un  polygone  équiangle  circonscrit  à 
cet  arc. 

II.  Dans  tout  ce  qui  précède  on  a  supposé  m  =  2"~'  ; 
mais,  en  écartant  comme  nous  l'avons  toujours  fait,  le  cas 
des  points  singuliers,  des  courbes  sinueuses,  etc.,  les 
diverses  fonctions  que  nous  avons  considérées  doivent 
être  ou  finir  par  être  toujours  croissantes  ou  toujours 
décroissantes  dans  les  limites  où  nous  les  faisons  varier. 
De  sorte  que,  si  elles  remplissent  les  conditions  énoncées 
pour  771  =  2"~',  quel  que  soit  n,  on  conçoit  qu'elles  les 
rempliront  encore  lorsqu  on  supposera  m  égala  un  nombre 
entier  quelconque. 

III.  Soit  AB  =  s  un  arc  d  amplitude  rj.  Partageons-le 

en  171  parties  dégale  amplitude  —  ;  et  désignons  par />>  la 

perpendiculaire  abaissée  du  centre  d'amplitude  sur  la 
tangente  menée  en  l'un  des  points  de  division.  On  aura  , 
d'après  ce  qui  précède, 

S  =  hm  cj  •  — î-  =  hm  ip  ■  —, 


et,  par  conséquent. 


=x 


p(h 
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Celte  formule  a  été  doîuicc  par  Bernoulli  (tome  IV', 
page  89)  sans  démonstration;  mais  il  dit  quelle  est  une 
conséquence  de  la  théorie  des  reptoires,  ce  qui  montre 
qu'il  connaissait  le  théorème X,  dont  l'énoncé  ne  se  trouve 
pas  cependant  dans  ses  OEuvres. 

Lorsque  les  perpendiculaires  ne  sont  pas  abaissées  du 
centre  d'amplitude,  il  faut,  pour  avoir  la  longueur  de 
l'arc  5,  joindre  à  l'intégrale  précédente  une  partie  algé- 
brique, que  le  lecteur  trouvera  sans  peine. 

Cette  formule  se  trouve  aussi  dans  Legendre  [Fonc- 
tions elliptiques .  tome  II,  appendice) .  M.  Faure  l'a  aussi 
démontrée  dans  les  Nouvelles  A  finales ,  t.  XI,  p.  897, 
h  propos  d'une  formule  relative  aux  surfaces. 

Applications.  I.  Lorsque  la  courbe  AB  est  un  quart 
d'ellipse,  on  trouve,  en  désignant  ses  axes  par  ia  et 
2  h . 


P  (  a  )  =  v  a'  cos^  a.  -{-  ù'  sin'  a , 

et  la  fonction  P„  (a)  se  décompose  en  binômes,  dont  cha- 
cun est  décroissant  de  a  =  o  à  —  si  l'on  a  a  ^^  ^.  Le  théo- 

m 

rème  X  est  donc  applicable  à  l'ellipse,  quel  que  soit  «5 
mais  ou  peut  le  présenter  sous  une  autre  forme. 

Prenons  sur  une  même  droite  (*)  CD  —-  b ,  DE  =  a, 
et  décrivons  sur  CE  comme  diamètre  une  demi-circonfé- 
rence. Soit  l'arc  CM  =  scz-,  on  trouvera  facilement  que 


DM  =  s/ a  -  cos^  a  H-  è  ^  sin-  a  =  P  [a). 

Cela  posé,  partageons  la  demi-circonférence  en  2"  =  2  m 
parties  égales.  Numérotons  les  points  de  division  à  partir 
de  A ,  o ,  1 ,  2 , . . . ,  2  w ,  et  désignons  par  po-,  /^i ,  etc. ,  les 


(  *  '  Lu  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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rayons  vecteurs  correspondanis.  Enfin  soient 

'  P0+P2  -\-  ih-\-  ..-  -\--^p2m 


m 

P>  -hPi-i-  ■'•  -h  p-im-i 


M,=' 


m 

le  périmètre  entier  de  l'ellipse  sera  compris  entre  deux 
circonférences  ayant  pour  rayons  Mo  et  Mi. 

II.  De  là  ce  corollaire  :  La  moyenne  des  distances  d'un 
point  pris  dans  l'intérieur  d'un  cercle  à  tous  les  sommets 
d'uu  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés  inscrits 
dans  ce  cercle ,  s'obtient  en  divisant  par  2  tt  le  périmètre 
d'une  ellipsequi  aurait  pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  distance  du  point  considéré  à  la  circonférence. 

Le  cas  de  ^  :^  o  fournit  aussi  un  théorème  intéressant 
que  nous  n'énonçons  pas  et  qui  permet  d'approcliei^  in- 
définiment de  Tr. 

III.  En  appliquant  le  théorème  X  à  des  courbes  recti- 
fiables ,  on  aura ,  suivant  la  remarque  de  Leibnitz,  de  nou- 
veaux moyens  d'approcher  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  les  avantages  que 
peut  offrir  la  théorie  de  Bernoulli ,  comme  instrument  de 
recherches  ou  de  démonstration.  Au  reste,  suivant  une 
remarc[ue  qui  nous  a  été  communiquée  par  M.  Terquem, 
cette  théorie  est  susceptible  d'une  grande  extension. 

Si ,  sur  une  surface  S ,  on  trace  une  courbe  C ,  et  qu'on 
fasse  mouvoir  une  surface  S'  parallèlement  à  elle-même, 
de  manière  qu  elle  louche  constamment  S  en  un  point 
de  la  courbe  C,  chaque  point  de  S'  décrira  une  courbe, 
gauche  en  général,  et  qui  devra  jouir  de  propriétés  ana- 
logues à  celles  des  reptoires.  Si  l'on  imagine  que  la  sur- 
face S  soit  engendrée  par  le  mouvement  d'une  courbe  C 
qui  changerait  de  forme  et  de  position  suivant  une  loi 
donnée,  et  qu'on  fasse  tour  à  tour  ramper  S'  suivant  les 
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diverses  généiatrices  de  S ,  l'ensemble  des  replolres  en- 
gendrées par  un  même  point  de  S'  foi^mera  une  surface 
qu'on  pourrait  nommer  replorialc ,  et  dont  il  serait  inté- 
ressant d'étudier  les  relations  avec  les  deux  surfaces  qui 
lui  donnent  naissance.  Peut-être  reviendi^ons-nous  sur  ce 
sujet. 

OIESTIOKS  SIR  LA  PERSPECTIVE-RELIEF. 

11  n'y  a  qu'un  point  indivisible  qui  soil  le 
vérital)le  lieu  de  voir  les  talileaux  ;  les  autres 
sont  trop  près,  trop  loin,  trop  haut,  trop  bas. 
La  perspective  l'enseigne  dans  l'art  delà  pein- 
ture. Mais  dans  la  vérité  et  la  morale  ,  qui 
l'assignera? 

Pensées  de  Pascal,    i'^  partie,  art.  VI,   Foi- 
blcsse  de  l'homme. 


1 .  Soient  A]  ,  A-j ,  Aj ,  etc.,  une  série  de  points  en  ligue 
droite,  et  a^^  a^  ^  a^^  etc. ,  une  série  de  points  aussi  en 
ligne  droite,  et  tels  que  les  droites  Aj^j ,  A^fla^  A3  «3,  etc.  5 
passent  par  le  même  point  O.  Qu'une  série  de  plans  paral- 
lèles entre  eux  soient  menés  par  les  points  Ai,  As,  A3, etc., 
fl] ,  «2  ?  'ïs  5  etc.  Désignons  ces  plans  par  les  noms  plan  Ai , 
plan  Ao,  etc.  Supposons  des  figures  quelconques  tracées 
dans  les  plans  A  5  mettons  la  figure  Aj  en  perspective 
sur  le  plan  a^  -,  la  figure  Ag  sur  le  plan  a,,  et  ainsi  de 
suite.  Nommons  modèle  le  système  des  figures  A ,  et 
perspective^relief  ou  bas-relief  le  système  des  figures 
perspectives  a.  Il  s'agit  de  démontrer  géométriquement 
et  analytiquement  : 

i".  Trois  points  en  ligne  droite,  dans  le  modèle,  sont 
en  ligne  droite  dans  le  bas-relief; 

2".  Ces  deux  droites,  modèle  et  bas-relief,  se  ren- 
contrent; 
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3".  Tous  les  points  de  l'encontre  analogues  sont  sur 
un  même  plan  ,  dit  plan  d'/ioniologi'e; 

4"-  Quatre  points  sur  un  même  plan  quelconque  dans 
le  modèle   sont  sur  un  même  plan  dans  le  bas-relief; 

5°.  Les  intersections  de  ces  deux  plans ,  modèle  et  bas- 
relief,  sont  sur  le  plan  d'homologie; 

6^.  Les  mêmes  propriétés  subsistent  si  les  plans  a 
toujours  parallèles  entre  eux  ne  sont  plus  parallèles  aux 
plans  A  -, 

7°.  Si  le  modèle  est  une  surface  de  degré  // ,  le  bas- 
relief  est  une  surface  de  même  degré. 

Obse/vatioti.  Le  célèbre  graveur  Abraham  Bosse  (*). 
dans  son  Traité  des  pratiques  géométrales  et  perspec- 
tives (i665) ,  donne  des  règles  de  bas-relief  qu'il  dit  tciiir 
de  son  ami  Desargues.  Les  ennemis  de  ce  grand  géomètre 
demandèrent  que  Bosse  fit  disparaître  ce  nom  des  ouvrages 
qu'il  publiait  sous  les  auspices  de  l'Académie;  il  répon- 
dit :  qu'en  homme  d  honneur  il  ?ie  dei^ait  et  ne  p ouvrait 
ôter  ce  nom.  On  a  vu  parfois  des  géomètres  éviter  avec 
soin  la  nécessité  de  faire  une  telle  réponse  en  ne  nonr- 
mant  personne.  C'est  très-prudent  et  fort  commode. 
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Tous  les  ouvrages   annonces  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Maihémaliques 
se  trouvent  chez  Mallet-Rachelier ,  libraire,  quai  des  Augustins,  55. 


Cours  d'Algèbre  supérieure,  professé  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris  par  i>/.  J.-A.  Serret,  examinateur 
pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique.  Deuxième 
édition,  revue  et  augmentée.  In-8  de  6oo  pages  et 
I  planche.  Paris,  i854-  —  Prix  :  lo  fiancs. 
L'unité  dans  la  variété  est,  selon  Kant,  le  caractère  du 

(')  Né  à  Tours  en  iGii,  y  est  mort  en  ifi-S. 
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beau.  Adoptant  cette  définition,  nons  avons  devant  nous 
un  très-bel  ouvrage.  La  théorie  générale  des  équations, 
c'est  l'unité,  la  pensée  dominante.  Les  congruenccs  de 
Gauss,  les  substitutions  combinatoires  de  Cauchy  et  Ja- 
cobi ,  quelques  propriétés  des  nombres  et  même  des  pro- 
positions de  géométrie  incidemment  liées  à  la  théorie 
générale,  forment  cette  diversité  qui  facilite  le  travail. 
Alternis  facilis  labor,  dit  le  chantre  de  Tagriculture. 
Cette  Algèbre  supérieure  est-elle  complète?  Non.  On  y 
cherche  vainement  la  théorie  des  déterminants  qui  cir- 
cule aujourd'hui  dans  toutes  les  parties  de  la  science; 
vainement  la  théorie  des  homogènes,  des  formes ,  cpii 
présentent  l'analyse  sous  un  aspect  tout  nouveau.  Nous 
signalons  d'autant  plus  volontiers  ces  fâcheuses  lacunes, 
qu'elles  peuvent  être  facilement  remplies  avec  ce  talent 
d'exposition,  cette  supériorité  de  vue  et  de  spontanéité, 
types  du  génie  analytique  du  célèbre  auteur  de  Wdlgèbrc 
supérieure.  C'est  un  complément  qu'on  a  droit  de  récla- 
mer et  qu'on  peut  espérer  d'obtenir.  Voilà  ce  qui  est  en- 
core à  désirer.  Montrons  ce  qu'on  a  obtenu  :  Faisant  l'in- 
ventaire de  l'ouvrage,  on  verra  que  tous  les  géomètres 
qui  voudront  lire  ,  et  pour  ceux-ci  seuls  il  est  possible 
d'écrire,  pourront  connaître  l'état  actuel  de  la  théorie 
équationnelle;  les  travaux  de  Gallois,  d'Abel,  de  Cauchy 
sur  cette  partie  de  la  science.  Mais  avant  d'aller  plus 
loin,  il  est  juste  do  reconnaître  qu  en  trente  leçons  le 
savant  professeur  ne  pouvait  pas  épuiser  le  sujet,  et  qu'on 
lui  doit  de  la  reconnaissante  pour  le  grand  nombre  de 
faits  analytiques  qu'il  a  décrits  et  développés.  La  pre- 
mière leçon  (i-ïi)  roule  sur- les  fonctions  symétriques. 
Toute  équation  a  une  racine.  Cette  proposition  a  été  long- 
temps admise  sans  démonstration.  Euler  et  d'Alembert 
ont  compris  qu'il  fallait  une  démonstration,  et  ont  pré- 
senté des  essais.  M.  Gauss  a  réussi;  depuis.  M.  Caudiv  a 
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développé  le  procédé  de  M.  Gauss ,  cl  MM.  Liouvillc  et 
Sturni  ont  éclairci  ce  développement.  Ces  travaux  étant 
maintenant  exposés  dans  des  Traités  élémentaires,  M  Ser- 
ret  n'en  parle  pas  :  c'est  à  regretter;  car  un  esprit  aussi 
lucide,  aussi  investigateur,  ne  touche  à  rien  sans  Tamé- 
liorer.  L'existence  d'une  racine  entraine  l'existence  d'au- 
tant de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équa- 
tion. Chaque  racine  est  évidemment  fonction  du  degré  et 
des  coefficients  de  l'équation  ;  fonction  d'une  nature  trans- 
cendanle,  entièrement  inconnue,  et  qui  devient  algé- 
brique pour  les  quatre  premiers  degrés,  et  même  pour 
tous  les  degrés,  lorsqu'il  existe  certaines  relations  entre 
les  coefficients,  et  Gallois  a  le  premier  établi  que,  lorsque 
ces  fonctions  sont  exprimables  en  radicaux,  on  peut 
toujours  les  trouver.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  coefficienis 
de  ré(ruation  sont  des  fonctions  symétriques  de  ces  ra- 
cines, combinées  une  à  une,  deux  à  deux ,  etc. ,  selon  une 
observation  de  Kewton.  En  combinant  ces  coefficients  entre 
eux  par  voie  d'addition  et  de  multiplication,  on  pourrait 
en  déduire,  mais  d'une  manière  pénible,  toute  fonction 
symétrique  en  fonclion  des  coefficienis  de  l'équation. 
Nevs^ton  a  indiqué  la  méthode  récunente  pour  trouver 
directement  la  somme  des  puissances  des  racines  :  et  comme 
on  peut  toujours  trouver  le  terme  général  d'une  série 
récurrente,  on  a  donc  aussi  la  méthode  indépendante. 
Mais  Waringa  découvert  par  induction  la  loi,  et  l'a  ensuite 
démontrée  en  faisant  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  nu 
degré  donné,  elle  subsiste  aussi  pour  le  degré  suivant; 
mais  M.  Serret,  dans  la  Note  (page  43 1) ,  dérive  celte  loi 
d'une  formule  que  Lagrange  a  donnée  pour  calculer  la 
somme  des  puissances  négatives  des  racines,  formule 
qu'il  déduit  du  coefficient  de  x"dans  le  développement 


selon  les  puissauiH's  croissairtes  de  x,  de 


X  -i-  /  (x)' 
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ti  est  une  constante.  Remplaçant  jc   par  -  cl   appliquant 

la  formule  de  Lagrange,  on  parvient  d  une  manière  assez 
laborieuse  à  cellede  Waring. 

Toute  cette  ■Note  appartient  à  M.  Genocchi  [Nouvelles 
Annales,  tome  XII,  page  260).  Pourquoi  ne  l'avoir  pas 
cité?  Le  même  analyste  nous  a  envoyé  une  nouvelle  dé- 
monstration fort  simple,  très-ingénieuse,  d'un  théorème 
de  M.  Caucliy,  que  nous  donnerons  par  la  suite  [ibirl , 
page  269) ,  ainsi  que  ce  beau  théorème,  que  nous  devons 
à  M.  le  professeur  Brioschi  : 

Soit  l'équation 


X"  H-  a,  X"-'  -\-  a,  x"-=  +  .  .  .  +  «,  =  o, 


on  a 


Lorsque 


«15      '  » 

0,0. 

.0 

2a,,      rt,, 

1,0. 

.0 

3«.,,            ^2, 

rt,,I,0 

.  G 

(-•)' 

(r 

—  !)«;._,,  fir- 

1,    «.-3. 

.  I 

rar ,           rir— 

,,    «r-2- 

«. 

«,  on  ù 

lit 

Les  séries  récurrentes  étant  représentées  par  une  suite 
indéfinie  d  équations  périodiques  du  premier  degré,  les 
déterminants  cramériens  apparaissent  naturellement.  En 
combinant  par  additions  et  multiplications  les  sommes 
des  puissances  semblables ,  on  obtient  l'expression  des 
fonctions  symétriques  entières  enfonclions  de  ces  sommes. 
La  forme  indépendante  a  été  donnée  par  W  aring  [Nou- 
velles  ylnnales ,  tome  \I1I,  page  yj).  INI.  Serret  dé- 
montre cette  formule  de  la  même  manière  que  Waring, 
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en    taisant    usage    dune    notation    diUérente  (Note    II, 
page  442).  On  trouve 

^Çi      y.^      a.     y^  a^- 

/  .  -^1     •""■  1'  '"^ i    •      •  -^j 

=  y^[--  x)~  ''-'"■'  '''''''V  {-l'y  T  {Z)\..  ^  rT^.,\.. :>.:)-, 

jCi ,  jCs ,...  ,  X,  sont  i  racines  de  l'équation. 

«1,  a.2v'5  "'  sont  des  nombres  positifs  entiers;  les 
sommes  S  peuvent  avoir  un  seul  indice  Sy.^.  S^, ,  ou  bien 
deux  indices  Sa,-(-a, ,  Sa, -+-0(3,  etc. ,  ou  trois  indices  et  au 
plus  i  indices  Sa, -t- a, -+-«3-1-... -f- a,.  Considérons  un  seul 
terme  de  la  somme  2  cherchée.  Représentons  par  Xi  le 
nombre  des  S  à  un  indice  5  par  X,  le  nombre  des  S  à  deux 
indices ,  et  ainsi  de  suite  -,  comme  il  n'y  a  en  tout  que  /  in- 
dices et  que  nous  supposons  ces  indices  tous  différents  les 
uns  des  autres,  on  a  évidemment 

Â,  H-  2  /  ,  +  3  )m  -i-  .  .  .  +  /  A,  z=  /, 

T  (Xj  ?v2...  X,)  représente  la  fonction  symétrique  en  S  du 
terme  qui  renferme  Xi  fois  des  S  à  un  indice;  Xj  fois  des 
Sa  deux  indices,  etc.  Parexemple,  soitz  =  4  5  T  (1,0,  i  ,u) 
a  pour  type  S^,  Sy^-i-Kj^-a  ^t  pour  développement 

ce  i_  Q       Ç 

Les  r  désignent  des  produits  continuels  :  ainsi 

r  (4)=  1.2.3.4; 

elle  signe  2  du  second  membre  se  rapporte  à  l'équation 
en  i  donnée  ci-dessus.  Il  est  évident  que  X,  ne  peut  avoir 
d'autres  valeurs  que  zéro  et  i ,  et  dans  ce  dernier  cas  tous 
les  autres  /  sont  nuls.  Cette  notation  rend  plus  facile  la 

Xnn.   de  Maihémat.,   t.  Mil.  (Sent.    i854.)  23 
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(lémonslraliou  de  Wariug,  savoir,   que  si  la  iormule  est 
vraie  pour  /,  elle  subsiste  également  pour  /+  i.  N  étant 
le  nombre  de  termes  qui  composent  T  (Ai  ^2  •  •  •  ^,),  on  a 


N  — 


T(i  +  i] 


r(2)^'r(3y'...r(/  +  i/'r(>.+i)r(^,  +  i)...r(i,-^,) 

Si,  parmi  les  indices, ^j  sont  égaux  à  a, ,  y.^  à  oc^,  etc., 
il  faudra  diviser  le  second  membre  de  léquation  ci-dessus 
par  r  {iJ-i-\-  i)  r  (y.2-f-  2),  etc. 

Si  l'on  a 


ou  obtient 


=E 


Xi) 


i' r  {!,-{- i)r{l, -h  i).  ..r().,+  i] 


S  'S  ■  . 


s'' 


2  est  loujoui's  relatif  à  l'équation  /j  +  2  ).2  +  •  •  H-  ^  A,=  ^, 
et  au  moyen  de  cette  dernière  formule ,  on  peut  calculer 
un  coefficient  quelconque  de  l'équation  donnée  ,  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  j  il 
suffit  de  faire  a  =3  i . 

Nous   ajouterons  ici  une  observation   qui  est   souvent 
utile.  Soient 


X  —  x,-=z  y 


•  Jj, 


■J^ 


on  peut  trouver  en  fonction  de  x ^  une  fonction  symétri- 
que quelconque  des  )^^  car,  dans  l'équation 

(2— jr,)(z—jO  •••('— jO---  =0, 

tous  les  coefficients  sont  connus  ,   au  moyen  des  dérivées 
de.réqualion  donnée. 
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La  seconde  leçon  (  iS-Sa)  est  une  continuation.  On  in- 
dique la  méthode  de  A^  aring  pour  calculer  une  fonction 
symétrique  entière  en  fonction  des  coefficients  de  l'équa- 
tion, mais  pour  des  cas  particuliers  seulement,  et  on  ne 
démontre  pas  la  formule  générale  (voir  Nouvelles  yjn- 
naleSy  t.  VIII,  p.  78). 

Méthode  de  M,  Cauchy  pour  calculer  une  fonction 
symétrique  entière  \  très-belle  sous  le  point  de  vue  théo- 
rique, mais  d'une  pratique  fatigante:  celle  de  MM.  Des- 
maret  et  Abel  Transon  semble  préférable  de  beaucoup 
[Nouvelles  Annales  y  t.  IX,  p,  75). 

Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences occupe  une  place  importante  dans  certaines  re- 
cherches analytiques  et  géométriques  (*). 

On  indique  le  procédé  de  M.  Cauchy  pour  déduire  ce 
dernier  terme  relatif  à  l'équation  de  degré  n  du  terme 
analogue  et  relatif  à  l'équation  de  degré  n  —  i ,  et  dans  une 
Note  (p,  472)  on  lit  une  méthode  nouvelle ,  qui  semble 
fondée  sur  la  méthode  indiquée  par  M.  Joachimsthal 
[Nouvelles  Annales,  t.  IX,  p.  98)  et  môme  ne  pas  en 
différer  essentiellement. 

La  troisième  leçon  (page  33-48)  contient  le  moyen  de 
calculer  l'équation  qui  a  pour  racines  une  fonction  ra- 
tionnelle et  non  symétrique  des  racines  d'une  équation 
donnée  ,  et  la  méthode  de  Lagrange  pour  calculer  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences.  On  établit  ce  théorème 
donné  et  démontré  par  Wantzei  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d'une  équation  peut  être  remplacée    par  une 
fonction  entière  des  mêmes  racines  (iNouvelles  Annales, 
tome  IV  ,  page  61 ,  note). 

Application  à  l'élimination,  degré  de  l'équation  résul- 

i  ")  Le  discriminanl  des  (jéomètres  anglais. 

23. 


(  356  ) 
tante,  et  dans  les  cas  pai  liculiers,  la,  méthode  Minding 
pour  déterminer  ce  degré  (Note  M,  page  465).  Celte 
méthode  est  fondée  sur  le  parallélogramme  de  New- 
ton, analytiquement  arrangé  par  Lagrange  (Lacroix, 
Calcul  différentiel ,  lomel,  page  io8,  2^  édition^  1810). 
Application  à  deux  équations  à  deux  inconnues  (*).  On 
choisit  pour  exemple  deux  équations  incomplètes.  Tune 
du  sixième  degré  et  Fautre  du  treizième,  et  le  procédé 
Minding  donne  une  équation  finale  du  cinquante-hui- 
tième degré  (page  47^) ,  et  l'aviteur  ajoute  :  «  La  limite 
assignée  par  le  théorème  de  Bezout  est 6.1 3  ou  78  ».  Cela 
est  vrai  pour  le  théorème  général ,  mais  Bezout  indique 
aussi  les  cas  particuliers  où  le  degré  s'abaisse.  Il  est  à 
regretter  que  M.  Serret  ne  se  soit  pas  enquis  de  la  mé- 
thode d'élimination  de  Bezout,  dite  du  polynôme-niulti- 
plicateur,  qui  me  semble  la  plus  générale ,  la  plus  exacte , 
/a  plus  conforme  à  l'état  de  la  question;  car  l'équation 
finale  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  toutes  les  équa- 
tions données  multipliées  chacune  par  un  polynôme  tel, 
que  dans  l'addition  toutes  les  inconnues,  hormis  une 
seule,  disparaissent.  La  détermination  des  degrés  et  des 
coefficients  de  ces  polynômes  multiplicateurs  ne  dépend 
que  de  la  résolution  de  systèmes  d'équations  du  premier 
degré;  les  autres  méthodes  eu  usage  sont  même  défec- 
tueuses en  ce  qu'elles  ne  donnent  pas  les  valeurs  infinies 
qui  correspondent  à  des  valeurs  finies. 

Exemple.  Soient  deux  équations  complètes  du  second 
degré  à  deux  inconnues  x  et  y,  l'équation  finale  en  x 
et  celle  en  y  ont  respectivement  pour  premiers  termes 
Mx*,  Mj)^^,  de  sorte  que  ,  lorsque  M=  o,  x''  et  y*  dis- 
paraissent simultanément,  et  les  équations  ne  peuvent 


(*)  Voir  le  théorème  tic  M.  Finck  [.\ouvcllrs  Annales,  tome  W,  paf;es  lyç) 
et  Qû'i  ). 


(  ^-7  ) 
désigner  le  cas  où  J^'  disparaissaut ,    y*  reste.  Cela  ii'ar- 
ijve  pas  dans  la  méthode  de  Bezout. 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  je  solliciterai  l'explication 
d'une  difficulté  relative  à  l'élimination. 

Soient  n  équations  complètes  à  7i  inconnues  :  la  pre- 
mière équation  de  degré  //ij,  la  deuxième  de  degré  m^^... , 
la  «""""  de  degré  m^  5  les  coellicienls  sont  présentés  par  des 
lettres.  Supposons  que  l'on  ait  éliminé  n  —  i  inconnues. 
L'équation  finale,  étant  la  plus  générale  possible,  doit  s'ap- 
pliquer à  tous  les  cas  particuliers  et  les  comprendre  tous. 
Or  c'est  un  cas  particulier  lorsque  léquation  de  degré  m, 
est  le  produit  de  nii  facteurs  linéaires;  l'équation  m^ ,  le 
produit  de  /a/,  facteurs  linéaires  ,  et  ainsi  des  autres  5  dans 
ce  cas ,  il  est  de  toute  évidence  que  le  système  admet 
7H,  /«j ///3 . . .  ?//„  solutions,  car  on  a  autant  de  systèmes 
d'équations  du  premier  degré.  Chaque  inconnue  est  donc 
susceptible  d'autant  de  valeurs  et  pas  davantage ,  et  Té- 
({uatiou  finale  générale  devant  donner  toutes  ces  valeurs, 
doit  donc  m.onter  a«  moins  diU  degré  nii  /n^  m^  ...m„.  Si 
l'équation  finale  générale  était  d'un  degré  plus  élevé 

/;/,  ut  2  ut ..  .  .  itt„  -+-  (j  , 

il  fautque  dans  le  cas  particulierquenous  avons  considéré, 
ou  ait  ^  =  o,  c'est-à-dire  les  q  premiers  termes  devraient 
disparaître;  ce  qui  annonce  qu'outre  les  miniinii  ...m„ 
valeurs ,  il  y  a  encore  q  valeurs  infinies  :  les  systèmes  d'é- 
quations linéaires  seraient  donc  satisfaits  par  plus  de 
m,  m^  /«3 .  ..m„  valeurs,  ce  qui  est  impossible;  donc  ç  est 
zéro  dans  le  cas  général,  et  l'équation  générale  finale  est 
nécessairement  de  degré  nii  m.^  m^ ...  m„.  Voici  mainte- 
nant ma  difficulté.  Ces  considérations  si  simples  se  sont 
sans  doute  présentées  à  bien  des  géomètres  qui  ne  les  ont 
pas  produites,  parceque  le  raisonnement  renferme  quelque 
vice.  Quel  est  ce  vice  ) 


(  358  ) 
On  a  omis  une  propriété  fondamenlale  des  fonctions 
symétriques,  démontrée  par  l\I.  A.  Transon  [Noin^cllqs 
Annales,   tome  IX  ,  page  83 ),  propriété  essentielle  qui 
fait  connaître  le  degré  des  lieux  géométriques. 

[La  suite  jjroclinincnient.) 


GRAND  COIVCOIRS  DE  1854  (fin] 

(  TOir  page  298  ).] 


CLASSE  DE  LOGIQUE. 

SECTIOIV    DES    LETTRES. 

Première  question.  Démontrer  que,  si  Ton  fait  tourner 
un  parallélogramme  successivement  autour  de  deux  côtés 
non  parallèles,  les  volumes  engendrés  seront  en  raison 
inverse  de  ces  côtés. 

Seconde  question.  Calculer  le  côté  d'un  losange,  sa- 
chant que  ce  coté  est  égal  à  la  plus  petite  diagonale,  et 
<[ue  la  surface  du  losange  équivaut  à  celle  d'un  cercle  de 
lo  mètres  de  rayon. 

CLASSE  DE  SECONDE. 

SECTION    DES    SCIENCES. 

Première  question.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône 
dont  la  surface  convexe  soit  équivalente  à  celle  de  la  ca- 
lotte sphérique,  se  terminant  au  même  cercle. 

Seconde  question.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle, 
sachant  que  le  périmètre  est  égal  à  i"',20,  et  que  deux 
angles  ont  respeciivemcnt  poui  valeur  35"i7'i5"  cl 
6a"43'3o". 


(  y^9  ) 

CLASSE  DE  TROISIÈÎME. 

SECTION  DES    SCIENCES. 

Première  question.  Etantdonnéun  triangle  quelconque 
ABC,  on  diminue  le  côté  AC  d'une  quantité  arbitraire 
AA',  et  l'on  augmente  le  côté  BC  d'une  quantité  égale  BB'. 
Démontrer  que  la  nouvelle  base  A'B'  sera  coupée  par 
l'ancienne  dans  le  rapport  inverse  des  côtés  primitifs  AC 
etBC. 

Seconde  question.  Calculera  moins  d'un  millimètre, 
et  sans  le  secours  des  logarithmes,  la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  la  diagonale  d'un  carré  de  o^jS  de  côté,  et 
faire  voir  que  l'on  a  obtenu  l'approximation  demandée. 

Obsejvation.  Ces  questions  très-bien  rédigées  valent 
infiniment  mieux  que  celles  qui  ont  été  données  aux  classes 
mathématiques  proprement di  tes.  On  y  reconnaît  la  touche 
d'un  professeur  professant. 


m  DE  L4  QUESTION  RETIREE 

(voir  p.  297  ). 


1°.  Construire  la  normale  à  la  courbe  au  moyen  du 
mode  de  génération  de  cette  courbe  ; 

1^.  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  point  décri- 
vant au  centre  du  cercle  fixe  décrit  des  aires  proportion- 
nelles aux  angles  que  parcourt  la  droite  qui  va  du  centre 
du  cercle  mobile  au  point  décrivant. 

Observation.  On  garantit  le  sens  et  non  le  texte  de 
cette  fin,  qui  est  la  partie  la  plus  curieuse  de  la  question. 

Le  1°  est  facile,  mais  le  2"  paraît  difficile  si  l'on  n'em- 
[)loic  pas  le  calcul  infinitésimal. 


(  36o  ) 

THÉORÈMES  SIR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  NOMRRES  EX 
SOMMES  DE  CARRÉS. 

1 .  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

est  égal  au  double  de  l'excès  du  nombre  des  diviseuis  de  n 
qui  sont  de  l'une  des  deux  formes 

8+i,     84-3, 

sur  le  nombre  de  diviseurs  qui  sont  de  la  forme 

8  +  5       8  4- r.       (  Lejeune-Dirichlet.) 

2.  n  est  un  nombre  impair  positif;  le  nombre  des  so- 
lutions de  l'équation 

4  /'  =  H''  -f-  .'f'  -t-  y-  -\-  z- 

est  égal  à  la  somme  des  facteurs  de  n .  loisque  w,  x,  y,  z 
sont  des  nombres  impairs.  (Jacobi.) 

3.  Soient  m  et  p  deux  nombres  premiers,   et 

p  =  //;  î7  4-  I  : 

soit  g  une  racine  primitive  relative  au  module  p ,  et  soit 
la  congruencc 

e  étant  \ indice  de  rt,  c'est-à-dire  que,  pour  des  exposants 
inférieurs  à  e,  la  congruence  n'a  pas  lieu.  Donnant  à  a 
successivement  toutes  les  valeurs  de  la  suite 

I   ?.,     2.3,     3.4,  .  ..,     {p  —  ^){p—  1} 


(  36x   ) 
(doubles  (les  nombres  triaugulaires) ,  si 

rt„  est  le  nombre  des  indices  e  de  la  forme  m , 

a,  id.  w  +  I  , 

c/,  id.  /»  -(-  2, 

«/  id.  m  -\-  i , 

rt„_i  id.  m  -{-  m  —  i  , 

nous  aurons 

2.p  z=  (fl„  —  a,y  +  («,  —  «2)-  4-  (rt,  —  «3)'  H +  («m-i  —  «o)"- 

(  Lebesgue.  ) 

4.  (2«—  ^')^+  36'=  (2  Z-  —  «)-'-1-  3  a'=  (a  +  6)' 4-  3  (a  —  Z')= 

=  4  («'—  rtô  +  b') , 

un  des  quatre  nombresa,  b^a  -\-h^a  —  b  estdivisibleparS. 
Obsert^ation.   On  a  dit  qu  il  fallait  admettre  dans 

comme  une  solution  de  décomposition  , 

65- =  65° -ho-     (page  270). 

On  oppose  à  cette  assertion  qu'il  faudrait  admettre  :  i°que 
le  zéro  est  un  entier;  2°  que  chaque  carré  est  toujours  dé- 
composable  en  deux  carrés  -,  3°  que  le  tout  est  égal  à  sa 
partie.  Donc  il  semble  que,  pour  éviter  ces  trois  absur- 
dités, la  décomposition  65"  +0'  ne  doit  pas  être  admise. 
Nous  répondons  que,  analjtiquement  parlant,  zéro  est 
le  premier  des  nombres  entiers  pairs ^  que,  dans  le  même 
sens,  un  carré  est  non-seulement  décomposable  en  deux 
carrés ,  mais  en  mille  carrés.  Il  y  a  une  foule  de  questions, 
où  zéro  e?,laiàva\sanalytiquenient  convoie  une  solution  (*). 
Je  ne  comprends  pas  la  troisième  objection. 

C;  l'ar  exemple  ,  tout  nombre  est  la  somme  de  tiualre  carres.  (  Fermât.  ) 
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SECOIVDE  SOLUTION  DE  LA  QIESTION  263 

(voir  t.  XII.  p.  319;  ; 

Par  m.   g.  BELLAVITIS, 

Professeur  à  l'Université  de   PaJouc, 

ET  M.  KORALER. 


Soit  l'équation 

3432  x'  —  I  20 1  2  a:''  H-  1 6632  X*  —  i  1 55o  x*  -+-  4200  x^ 
—  756  x"-\-  56x  —  1  =  0. 
Posons 


I 

X  =j-)--; 
2 


on  obtient 


345  35 

3432  j  —  1 386j^  H- — î— 7^  — -H- j  =  G. 

Celte  équation  est  la  septième  dérivée  de  l'équation 

r--j)=o, 

qui  a  sept  lacines  égales  an ,  et  sept  autres  égales   à 

;  donc,  d'après   le   théorème   de  Rolle,   l'équation 

donnée  a  sept  racines  réelles.  c.   Q.   f.   d. 

Note  du  rédacteur.  Soit  Ap  x''  le  terme  d'une  équation  5 
la  n'*'""  dérivée  de  ce  terme  est 

p.p  —  i  .  .  .  p  —  n  -{-  i  .ApXP-"; 

on  peut  donc  écrire  de  suite  la  /i'"'""  dérivée  d'une  équation 
quelconque,  et  si  l'équaiion  donnée  n'a  que  des  racines 


(  363  ) 
réelles,  il  en  sera  de  même  de  l'équation  dérivée  dont  les 
racines  seront  comprises  entre  celles  de  l'équation  donnée  5 
il  est  donc  facile  de  former  des  équations  à  racines  réelles 
irrationnelles,  et  comprises  entre  des  limites  données 
(-yoi'r  question  191 ,  tome  MI,  page  368)  ;  mais  M.  Ko- 
ralek  a  déterminé  la  valeur  des  racines  irrationnelles ,  et 
voulant  donner  un  exercice,  l'habile  calculateur  n'avait 
pas  à  s'enquérir  de  l'origine  de  l'équation,  ni  de  sa  sim- 
plification. En  divisant  l'équation  en  j  P^^"/  6t  faisant 
ensuite  j^-  =  z ,  on  obtient 

3432  z'  —  1  386  z^  H z  — ^  =  0  , 

2  o 

équation  du  troisième  degré ,  susceptible  d'une  solution 
trigonométrique  que  nous  devons  à  M.  Koralek. 
L'équation  peut  s'écrire 

23 I  io5  35 

2 


En  posant 


on  obtient 


Soient 


3.572  572 


et 


ou 


572  2288         27456 

23i  77 

.572  5' 

anna  i3552 

'  '      y  -I . m  o. 

572'  3.572' 

4    -572- 

i3552 


4'"'"^^  =  3.57 

,     3696 

572- 


2' 


(364) 
cl 

.    ,  54208 

/•■  sin  i  'V  =  -— 1 

3.072' 

on  aura 

(',  ::=  /■  sin  î;  ,        l'j  =1  /•  sill  (  60"  —  tf  ) 

vt 

('^  =  —  r  sin  (60°  H-  e>\ 

loj;  sin  3  (p  =  log  54208  —  log  3  —  3  log  572  —  3  iog  /■ 
=  4,7340634  —  0,4771213  —  8,2721880 
+  2,9205900  =  7  ,6546534  —  8,7493093 
=  8,905344 '  —  10  ; 
fie  là 

3o  =  4°36'45",o; 
donc 

o  =  i"32'  i5", 

et .  par  suilo  , 

log  (',  =  Iog  /■  -h  log  sin  rj^  =  —  o  ,9735300  -h  8,428640  '.  —  la 

=  o  ,4551 102  —  3, 
tlonc 

1"  racine  <•,  =  0,002851742. 

log  »'2^=  log  /•  4-  log  sin  (60" —  cp)  =  log  r  4-  log  sin  58"  27'  45  ' 
=  —  0,9735300  +  9,93059145  —  10 

=:  0,95706145  — 2, 


do 


ne 


2*^  racine  l'j  =  o  ,09058607. 

log  (  —  «3)  =       log  r  -h  log  sin  ^60"  ■+-  9  ) 
=       log /•  4- log  sin  61°  32'  i5" 
=  —  0,973530a  H-  9,9440527  —  10 
=        0,9705227  —  2, 

donc 

3"  racine  <•= — 0,0934378a. 


(  365  ) 
Pour  uvoii  les  valouts  tic  ~,  il  sullil  d'ajouler  successi- 

veinent  aux  valeurs  de  p',  ,  v^  et  i'^  la  fraction  ^— • 

'  572 

On  a 


(ion< 


^==o,i346i5384..., 

072 


Z|  =  ('1  4-0,1 346 1 5384  =  0,1 37467 1 26 , 
z,  =  (' ,  -1-0,1 346 1 5334  =  o ,  22520 1 454 , 
Zj  ^  Cj  +  o,  13461 5384  =  o,o4i  177564- 

Pour  avoir  les  valeurs  de  .r ,  il  suffit  d'extraire  les  ra- 
cines carrées  de  Sj ,  ^2  et  Z3 ,  et  d'ajouter  o,5  aux  six 
valeurs  qu'on  obtient  ainsi.  On  a 

y/z7  =  ±  0,370  765  595, 
V^z,  =:dzo,474  553  953, 
VZj  =  ± 0,202  922  557, 
donc 

j:,,,  =  o  ,  5  ±:  \lz, ,      .1-3, i  =  o ,  5  =h  v'z. ,      ^1-5^5  =  o ,  5  zh  y^z,  » 

ou 

.r,  =  0,870  765  595, 

jr.,  ^  o ,  I  29  234  4^5 , 

^3  =  0,974  553  953, 

J7,  =  0,025    446    ^4?  5 

^■5  =  0,702  922  557, 
a-,;  =  o  ,297  077  443 

En  les  écrivant  dans  l'ordre  ascendant  de  grandeur, 
on   a 

jri  =  0,025  446  047, 
j:,  1=0, 12g  234  4*^5, 

X,  =  0,297   077   443, 
,Xi  =0,702   922   557, 

:»'5  =  0,870     765     595, 

j\,  =0,074  553  953. 


(  366  ) 
Nous  ne  pouvons  pas  compt(!r  beaucoup  sur  l'exacli- 
tude  des  deux  dernières  décimales ,  car  nous  n'avons  pris 
les  logarithmes  qu'avec  sept  décimales;  néanmoins ,  nous 
sommes  portés  à  les  croire  exactes ,  car  l'application  de 
la  méthode  de  GraelF  nous  a  donné  d'une  manière  irré- 
cusable les  valeurs  qui  suivent  : 

X,  ^  0,025  446     (o)> 

Xi=  0,129  ^^4    (4)> 
^3  =  0,297  077    (4), 

Xy    =   0,702      922  (6), 

j;5=  0,870    765      (6), 

^6=o>974  554    (o). 


MÉLANGES. 


\  .  Sur  certaine  définition.  On  attribue  tantôt  à  Pascal, 
tantôt  à  Bossuet  cette  définition  :  Dieu  est  une  sphère 
dont  le  centre  est  partout  et  la  circonférence  nulle  part. 
Cette  pittoresque  définition,  empruntée  à  la  géométrie, 
appartient  à  maître  Rabelais  :  «  Cela  faict,  il  (Bacbuc) 
»  nous  emplit  trois  oires  (*)  de  l'eau  fantastique,  et  ma- 
»  nuellement  nous  les  baillant,  dist  :  Allés,  amys,  en 
»  protection  de  ceste  sphère  intellectuelle  de  laquelle, 
»  en  tous  lieux ,  est  le  centre  et  n  ha  en  lieu  aulcune  cir- 
»  conférence  que  nous  appelons  Dieu  (Pa^iirge,  liv.  V, 
»   chap.  47)'  " 

Rabelais,  dun  savoir  immense,  supérieur  à  son  siècle 
par  un  admirable  bon  sens,  a  été  forcé,  pour  éviter  le 
bûcher,  de  noyer  ses  pensées  dans  un  océan  d'excentri- 
cités les  plus  échevelées. 

i^  ■  )  Petites  outres. 
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Voici  commenl  s'exprime  Pascal  :  «  Tout  ce  que  nous 
voyons  au  monde  n'est  qu'un  trait  imperceptible  dans 
l'ample  sein  de  la  nature.  Nulle  idée  n'approche  de  re- 
tendue de  ses  espaces.  Nous  avons  beau  enfler  nos  con- 
ceptions, nous  n'enfantons  que  des  atomes  au  prix  de  la 
réalité  des  choses.  C'est  une  sphère  infinie  dont  le  centre 
est  partout,  la  circonférence  nulle  part.  Enfin  c'est  un 
des  plus  grands  caractères  sensibles  de  la  toute-puissance 
de  Dieu ,  que  notre  imagination  se  perde  dans  cette  pensée 
[Pensées,  i"^*^  partie,  art.  IV,  Connaissances  générales 
de  r homme).  » 

2.  Prohlème  Pothenot.  Trois  points  A,  B,  C  étant 
déterminés  sur  une  carte,  connaissant  les  angles  sous  les- 
quels on  voit  les  distances  AB  ,  BC  d'un  quatrième  point, 
on  construit  celui-ci  par  l'intersection  de  deux  arcs  de 
cercles ,  d'après  le  théorème  des  segments  capables.  On 
attribue  ordinairement  la  découverte  de  ce  procédé  topo- 
graphique à  Laurent  Pothenot.  En  effet,  la  solution  de 
ce  problème  est  donnée  par  Pothenot  dans  le  tome  X  des 
Mémoires  de  V Académie ,  1692.  Mais  la  solution  avait 
été  donnée  vingt  années  auparavant  par  John  Collins  , 
dans  les  Transactions  philosophiques  de  1671  ,  d'après 
une  question  proposée  par  Townley.  Un  géomètre  hol- 
landais réclame  même  en  faveur  de  Snellius.  Je  ne  con- 
nais pas  l'endroit  :  c'est  peut-être  dans  son  Eratosthenes 
BatawuSj  que  je  n'ai  pas  encore  consulté.  Ce  procédé  a 
été  employé  avec  beaucoup  de  succès  par  Beautemps- 
Beaupré,  pour  ses  célèbres  cartes  hydrographiques  des 
côtes  de  France  (*). 


(*)  Dans  V  Exposé  des  méthodes  pour  lever  les  caries,  etc.,  Heautemps- 
Beaiipré  dit  (  page  21)  avoir  tiré  ce  procédé  de  :  Essajr  on  nautical  sun'cyiug 
de  Dalrymple,  1771  ;  seconde  édition  ,  178^),  Les  segments  capables  sont  in- 
diqués pa[;p  C^. 
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Laurent  Pothenol  a  succédé  en  lyii  à  Roberval,  dans 
la  chaire  de  Ramus,  qui  n'a  pas  été  remplie  depuis. 
Nommé  de  TAcadémie  en  1682  ,  il  en  fut  exclu  vers  1699  , 
à  cause  de  ses  absences  trop  fréquentes.  Mort  en  lySa  ,  il 
a  été  inhumé  à  Saint-Etienne-du-Mont. 

3.  Problème  de  na\^igation.  Ayant  observé  les  hau- 
teurs de  deux  astres,  dont  on  connaît  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  et  aussi  l'intervalle  de  temps 
écoulé  entre  les  deux  observations ,  déterminer  la  hau- 
teur du  pôle  et  l'heure. 

Ce  problème  important  et  fort  compliqué  a  attiré  de 
bonne  heure  l'attention  des  géomètres. 

Pierre  Nonius  s'en  est  occupé  dans  son  ouvrage  De 
crepusculis  (*)  ^  Robert  Hues ,  dans  son  ouvrage  De  globis 
et  eorum  usu.  Lugduni,  in-8,  i537.  C'est  Douves  qui, 
le  premier,  a  donné  une  forme  pratique.  Sa  méthode  se 
trouve  dans  le  premier  volume  des  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Harlem,  et  Pembroke  a  démontré 
cette  méthode  dans  les  Philosophie  al  Transactions , 
vol.  LI,  partie  II,  1760,  page  910. 

MoWeide,  Litlrow,  Lobatto,  Caillet  (Pierre)  (*),  etc., 
y  ont  travaillé.  La  solution  la  plus  générale  est  due  à 
M.  Gauss  :  Methodum  peculiarem  elevationem  poli 
determinandi  explicat ,  simnlque  prœlectiones  suas 
proxima  semestri  hahendas  iiidicat  D.  Caroltjs  Fri- 
DERicus  Gauss,  astronomiœ  P.  P.  O.  Gœltingue,  1808. 


(*)  Né  à  Alcazar  (Portugal)  en  1492;  mort  en  1017.  Ses  Opéra  mathe- 
matica  ont  été  publiés  à  Basle  en  1092. 

(*)  Le  Manuel  du  Navigateur,  par  Pierre  Caillet,  professeur  de  l'École 
de  navigation  de  Painibœuf.  Nantes,  1818,  in-8°  de  2 89  pages.  Ouvrage 
rare  et  qui  contient  une  solution  très-pratique.  Le  savant  examinateur  des 
Écoles  d'hydrographie  est  le  lils  de  l'auteur.  Les  Anglais  attribuent  cette 
solution  a.  M.  Ivory,  qui  ne  l'a  donnée  qu'en  1821  (Phil.  Ma^atiue.,  Au- 
jusl). 
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Le   travail   le   plus  récent  est  celui   de  M.    Grunert 
[Archw.  der  Math.,  tome  XIV,  page  i  5  i85o). 

4.  L'Observatoire  impérial.  Pour  occuper  certains  em- 
plois dans  l'Administration  des  tabacs,  dans  celle  des  té- 
légraphes, il  faut  avoir  passé  par  l'Ecole  Polytechnique, 
c'est-à-dire  avoir  subi  publiquement  plusieurs  examens 
sérieux,  sur  des  programmes  connus  d'avance  et  de  tous. 
Pour  entrer  à  l'Observatoire  impérial,  usine  à  calculs, 
il  n'y  a  ,  à  ce  qu'on  sache  ,  ni  examens,  ni  programmes  , 
ni  publicité.  Un  tel  état  de  choses  ne  semble  pas  conve- 
nable. 11  est  juste  pourtant  de  reconnaître  que  cette  clan- 
destinité n'a  jusqu'ici  entraîné  aucun  inconvénient.  Les 
travaux  des  jeunes  astronomes  attachés  à  l'établissement 
montrent  bien  qu'on  a  fait  d'excellents  choix.  Toutefois  , 
nous  conformant  à  l'esprit  de  nos  institutions,  ne  devrait- 
on  pas  dorénavant  réserver  ces  places ,  soit  à  des  élèves  de 
l'Ecole  iSormale,  soit  à  des  élèves  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, ou  bien  ne  les  accorder  qu  au  concours.^  JNous 
soumettons  cette  idée  au  célèbre  directeur,  qui  a  tant  à 
cœur  d'environner  1  Etablissement  de  toutes  les  garanties 
de  science  et  de  studieuse  application. 

5.  Système  duodécimal.  M.  Vincente  Pusals  de  la 
Bastida  m'écrit  de  Madrid  sur  un  Sjstema  natural  de  los 
numéros  descubierto  :  Découverte  d'un  système  naturel 
des  nombres .  Ce  sjslème  est  celui  qui  a  pour  baseï  2.  Outre 
les  avantages  d'une  divisibilité  par  2  ,  3 ,  4?  6  ,  M.  de  la 
Bastida  fait  ressortir  ceux-ci.  Tout  nombre  écrit  dans  ce 
système  qui  commence  à  droite  par  un  2,  est  divisible 
par  2,  mais  non  par  3,  4>  6;  si  le  nombre  commence 
par  un  3  ,  il  est  divisible  par  3  ,  mais  non  par  2  ,  4  ,  65  si 
le  premier  chitfre  est  4,  le  nombre  est  divisible  par  4,  mais 
non  par  3,6,  etc.  D'après  ces  avantages,  l'auteur  pro- 
pose de  quitter  l'arithmétique  décennairc  [barba ra)  pour 
l'arithmétique duodéuaire  [perjécta).  Fjn  France,  M.  Gau- 

Aiin.  de  Matkêiiiat.,  t.  \11I.  (  Octobre  i8,")4.)  24 
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(hier  est  du  même  avis  [Comptes  rendus ^  t.  VII,  p.  238, 
i838j  t.  XXVI,  p.  255,  426,  1848;  t.  XXVIII,  p.  91, 

5575  1849)- 

Ces  deux  opinions  feront  difficilement  renoncer  les  na- 
tions civilisées  à  l'introduction  de  la  division  décimale 
dans  leurs  systèmes  métriques  et  monétaires.  M.  de  la 
Bastida  n'est  pas  bien  informé  lorsqu'il  dit  que  el  sjs- 
tenia  inetiico  décimal  ne  puede  sostenerse  en  Francia, 
sino  haciendo  una  continua  violencia  a  los  puehlos  : 
«  Le  système  métrique  ne  peut  se  maintenir  en  France, 
qu'en  faisant  continuellement  violence  aux  usages  du 
peuple  »  :  cela  a  cessé  d  être  vrai.  Le  système  métrique 
décimal  est  entré  et  entre  de  plus  en  plus  dans  nos  habi- 
tudes*, au  lieu  de  demander  des  tiers  et  des  demi-tiers, 
des  quarts  et  des  demi-quarts,  les  dames  demandent  tant 
de  centimètres,  et  leurs  robes  n'en  sont  pas  moins  bien 
faites;  de  même  pour  les  autres  mesures.  La  faible  divi- 
sibilité de  dix  est  même  favorable  à  Tesprit  d'exactitude. 
C  est  probablement  ce  qui  a  fait  dire  à  Lagrange  qu'il  eût 
été  avantageux  d'adopter  pour  base  un  nombre  premier. 

6  De  la.  Lo-\de  [Noui^elles  Annales,  t.  XII,  p.  2o5). 
Voici  le  titre  de  la  V  édition  :  Eléments  de  Foitijica- 
tion,  i"^"  partie,  qui  contient  \  Arithmétique  de  V ingé- 
nieur francois  ;  où  l'on  verra  plusieurs  nouvelles  mé- 
thodes, etc.  Paris,  i685,  iu-4. 

7.  M.  Henri  Fleury  fait  observer  qu'avec  quatre  droites 
données  de  longueur,  on  ne  peut  construire  que  trois  tra- 
pèzes, lorsque  cela  est  possible. 

8.  Le  calendrier  et  la  boussole.  Ces  deux  inventions 
ont  nui  à  la  popularité  de  l'astrognosie.  Autrefois,  avant 
l'existence  du  calendrier,  les  paysans  étaient  obligés  de 
consulter,  dans  leurs  travaux  agricoles  ,  les  levers  et  cou- 
chers héliaques,  cosmiques,  acronyques  de  certaines 
constellations.  Sans  ces  données  astronomiques,  plusieurs 
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passa§esde\  irgile,  d'Ovide,  de  Columelle,  de  Varroii,elc., 
sout inintelligibles  (*).  Aujourd'hui  les  paysans  se  dirigent 
d'après  le  calendrier,  et  n'avant  plus  besoin  de  constella- 
tions, ils  ne  les  connaissent  plus.  De  même  pour  les  pro- 
nostics de  la  température ,  on  observait  Arcturus ,  les 
Hyades,  les  Pléiades,  la  brillante  de  la  Couronne,  etc.  ^ 
aujourd'hui  les  étoiles  sont  remplacées  par  les  saints  du 
calendrier,  saint  Jean  d'été,  saint  Jean  d'hiver,  saint  Mé- 
dard,  sainte  Luce,  etc.  Avant  la  boussole,  les  marins  se 
dirigeaient  d'après  les  étoiles  \  il  y  avait  deux  constella- 
tions principales  directrices  :  chez  les  Grecs  la  grande 
Ourse,  et  chez  les  Phéniciens  la  petite  Ourse.  Les  Pléiades 
tirent  même  leur  nom  de  la  navigation  [ttxÙv  ,  naviguer). 

Aujourd'hui  la  boussole  est  la  directrice ,  et  les  marins 
ne  connaissent  plus  les  étoiles.  C'est  une  erreur  de  croire 
qu'elles  servent  encore  à  la  navigation 5  on  s'en  sert,  mais 
très-rarement,  pour  des  opérations  scientifiques  et  qu'on 
fait  à  terre;  comme  on  ne  peut  avoir  d'horizon  à  bord  des 
bâtiments,  les  observations  y  deviennent  impossibles. 

9.      Idcirco  certit'  dimenswn  partihus  orhem 
Per  duodena  régit  niundi  Sol  aiircus  astra. 

(Georg.,  lib-  X,  23 1.) 

«  C'est  pourquoi  le  blond  soleil  du  monde  trace  à  tra- 
vers douze  constellations  l'orbe  (annuel)  divisé  en  degrés 
déterminés.   » 

Les  Latins  désignent  les  degrés  par  parties ,  à  l'imita- 
tion des  Grecs.  Ordinairement,  on  entend  ici  par  partes 
les  saisons,  mois  et  jours.  Dinieiisuni  me  semble  plutôt 
se  rapporter  à  une  division  en  degrés,  et  l'épithète  certis 


(*)  PoTirquoi  nos  Traités  de  cosmographie  destinés  aux  études  classiques 
ne  font-ils  aucune  mention  de  ces  phénomè;ios?  l'no  T:!l)lcde  ces  levers  et 
couchers  se  trouve  dans  l'/i^/roncimie  si  insdurlive  de  Lalandc  ,  t.  II, p.  33,/5 
(q®  édition). 

24. 
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\out  dire  ce  qui  est  bien  fixé.  Les  quatre  spondées  consé- 
lutifs  inarquent  peut-être  la  lenteur  du  mouvement  an- 
uuel  eomparé  au  mouvement  diurue. 

10.  Dans  un  Traité  élémentaire  de  Mécanique  auquel  la 
position  de  l'auteur  assure  un  grand  débit,  on  lit  qu'on  a 
bien  fait  de  supprimer  la  théorie  des  couples,  parce  qu  on 
ne  les  rencontre  jamais  dans  la  nature  (textuel).  Nous 
rappelant  un  dicton  grec  .  nous  nous  abstiendrons  de  com- 
battre une  telle  assertion.  \  oici  ce  dicton  :  Lorsque  quel- 
qu'un avançait  une  proposition  d'une  absurdité  flagrante, 
granitique,  et  qu  un  autre  survenait  pour  réfuter  sérieu- 
sement une  telle  proposition,  les  Grecs  disaient  du  pre- 
mier qu'il  voulait  traire  un  bouc,  et  du  second  qu'il  tenait 
l'écuelle.  Je  ne  veux  pas  tenir  l'écuelle. 


SOLITIOIV  DE  LA  QIESTION  205  (Strebor 

(Toir   I.  VIII,  p.  107)  ; 

Par    m.     FAURE, 

Officier  il' Artillerie. 


Soient  PL  une  courbe  sphérique,  O  un  point  fixe  sur 
la  sphère,  et  PQ  un  grand  cercle  tangent  à  la  courbe 
eu  P.  Menons  un  grand  cercle  par  O  faisant,  avec  OP, 
un  angle  POR,  complément  de  OPQ  ;  abaissons  de  M. 
milieu  de  OP,  un  arc  MiS  perpendiculaire  à  OR,  et  pre- 
nons le  point  Rde  manière  que  OR  soit  divisée  en  parties 
égales  au  point  N.  Le  grand  cercle  RS  tangent  à  la  courbe, 
lieu  de  R ,  fera  ,  avec  OR  ,  un  angle  ORS  =  OPQ  [voir 
la  figure  dans  les  planches  du  tome  VIII). 

Démonstration  géométrique.  Si,  du  point  M  comme 
pôle  avec  un  rayoii  sphérique  égal  à  OM ,  ou  décrit  un 
cercle,  il  passe  par  les  points  P  et  R.  Ce  cercle  contient 
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aussi  le  point  infiniment  voisin  du  point  R  de  la  courbe 
dont  il  s'agit.  Le  grand  cercle  RS  est  donc  à  la  fois  tangent 
à  cette  courbe  et  au  cercle  M.  Le  rayon  MR  étant  per- 
[>endi(ulaire  à  ce  grand  cercle,  on  a 

ORS  =  90"  —  ORM  =  90"  —  POR  =1  OPQ. 

Démonstration  analytique.  Prenons  le  point  O  ])our 
pôle,  un  grand  cercle  quelconque  passant  par  O  pour  axe 
polaire.  Désignons  par  f^  l'angle  dont  la  tangente  trigono- 

métrique  est  sni  /•  — ?  et  par  çp,  celui  qui  a  pour  tangente 

sin/',  ^/wi 

; 1  on  aura  aussi 

tli\ 

tangy  /•,  f/w, 

^""^^'  =  77770^7:^ 

!e  triangle  OMIN  donne 


d'où 

et 

-Mais 
tlonc 


i  1 

tarig  -  /•,  =  tang  -  /•  sm  'f , 


1  sin  /■  cos  !fl  rfûi  H-  sin  <p  dr 
r/.tang-r,  = -~^^ —  ' 

2  2  ces'  T  ' 


sin/'  tani^cpé/w, 

tangs),  =   T ; ^--^ — '     • 

SI  n  /  v/ 0)  H- t  a  n  g 'il  (7/- 

tang(f  f//  =  sin/  r/w, 

taniir/f.) 


d'où  résulte 


tiinga),  = 

/(•^  -f-  <•/(• 


d'il  -\-  d  ta  ^::l  (Im  : 
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donc 

tang©  1=  tangç,. 

Remarque.  En  faisant  dérivei'  d'une  courbe  quelconque 
donnée  une  série  de  courbes  se  succédant  d'après  la  loi 
indiquée,  le  théorème  que  l'on  vient  de  citer  fournit  une 
formule  pour  la  lectifîcation  d'une  quelconque  des  courbes 
de  la  série.  (Strebor.) 

Je  désigne  par  /'„,  w,,  les  cooidonnées  polaires  d'un 
point  de  la  courbe  qui  occupe  le  n'"'""  rang  dans  la  série 
des  coui'bes  dérivées,  et  par  s,,  son  arc.  On  a 


,  ,         /         sinw'^c/w,"i  /         sin'wf/ft)'- 

On  trouve  facilement,  en  passant  d'une  courbe  à  Tautrc, 

I  { 

tan!'  -  /„  =  tanL'  -  r  sin"  ç  j 

^2  9. 

par  suite 

/   •  •  ''"-iX    , 

sin"^'cp  I  sincB  -f-  //  sin/cos&  —    )  ctr 
\        '  '   dr  1 

dr  —   ^"^ <- —  • 

ces-  î-  '•  (  I  -+-  tang'  \  r  sin' "  <sf  ) 

On  peut  déduire  de  là  immédiatement 

/                           ■        d'j\ 
sin"~'  «     tangs)  -h  //  sni  /■  — ^     dr 
,  V dr  ) 

as,,  ^=z  ; ; — ; ; : ? 

cos'^/-(i  -h  taDg^^rsm^"  (j») 

puisque  ris  cos  cp  ^^  clr„. 

Si  l'on  veut  avoir  l'expression  de  l'arc  au  moyen  de  w 

et  /•,  on  dilîérenlie  l'équation 

sin  r  r/w 
tang  y  r^       ^^^       , 

ce  cpii  donne 

r/^OJ  dr,) 

sin/——  H — cos/- 

fly  rlr-  or 

dr  .         d(,y 

I  -f-  sn»^/'  -; — 
dr 
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et  l'on  élimine  ip  dans  la  valeur  précédente  de  (/d„.  On 
trouve 

/  .         .      ,    /■       rfw\"-'  r      .       {lo>'         .    ,     rloP       ,  ,^/wl 

<lSn  =  2  tana^rdr    sin  r  — -  «  sin  r h  sin' r  — ^  4-  («  cos r  +- 1  )  -r- 

^-  \  clr  I        L  '^f'  (^''  '  dr  \ 

et  au  lieu  de  prendre  la  courbe  (w,  p)  pour  courbe  primi- 
tive, on  peut  supposer  qu'elle  dérive  elle-même  d'une  sé- 
rie d'autres  courbes  se  succédant  d'après  la  même  loi. 
J'appelle  w_„  /•„  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui 
serait  tel ,  qu'après  n  dérivations  successives  on  obtienne 
le  point  w,  r  de  la  première  courbe.  Soit  aussi  ^_„  son 
arc,  je  vais  faire  voir  que  son  expression  peut  se  déduire 
de  celle  de  >?„  en  cliangeant  le  signe  de  //  ,  ce  qui  justi- 
fiera la  convenance  de  la  notation  employée.  Ainsi  que  l'a 
fait  M.  W.  Roberts  dans  un  travail  analogue  sur  les 
courbes  planes,  on  pourra  donner  à  ces  courbes  le  nom 
de  négatives ,  tandis  que  celles  qu'on  a  obtenues  en  pre- 
mier lieu  seront  dites  positi\>es. 

En  désignant,  comme  précédemment,  par  o  l'angle  dont 
la  tangente  serait 

sin/_„  rfw_n 


I 


on  a 

tang  -  r_„  =  tang  -  r  sin"~"  <p  ; 

ou  a ,  du  reste , 


et 


sinrj)"^"'*''^  I  sinip  —  n  sinr  cos'j>-y-  ]  dr 
cos'^ /•  (i  +  tang'-j /•  sin~"  <p) 


Par  suite, 

(Itù 


ds_„ 


sm~t""^'  '  <f  I  tang  «p  —  n  sin  r  —^  \  dr 
cos'-f /■  (i  ■+■  tang'rsin~"«p) 


Or  c'est  bien  là  l'expression  de  ds„^  dans  laquelle  n  au- 
rait changé  de  signe  ;  il  en  sera  aussi  de  même  relative- 
ment à  la  valeur  de  ds„ ,  obtenue  en  fonction  de  w  et  /■. 
En  regardant  la  sphéro-îemniscate  de  seconde  espèce 
comme  la  première  d  une  série  de  courbes  se  succédant 
suivant  la  loi  iudiquée,  l'équation  de  la  «""""  courbe  entre 
les  coordonnées  polaires  spliériques  /"„ ,  o)„  sera 


(tang^/-j  =(tanga)'"-^'  ces  (^ -^^  «„  j  • 

(  ^oj>  tome  IX,  page  809,  Strebor.) 
L'équation  de  la  courbe  primitive  est 


tantr^-  /•  =  lanii'acos  2  w. 

*  2  ° 


En  adoptant  la  rectification  précédente 

sinr<7&)        tang  \  r  dti 


tailL'  : 


dr  /Y  tang  I  / 

la  courbe  donne 


dbi  tang  j  r 


Don* 


par  suite 


tang  \  :■  tang'  y.  sin  2  w 


tango  =r  — 


taniî  2  w 


I 


o  =  —   -f-  2  w. 
2 


(  '^Tj  ) 
On  trouve  faciltment 


0J„  =   //  <p  -I-   0)  Il   •   — 

^     '  2 


w„  =  (  2  /;  H-  I  )  04  : 
mais 

I  I      .  I 

tang  -  ;•„  =  tang  -  r  sin"  y  =  tang  -  ''  cos"  2  w. 

Élevant  au  carré  et  remplaçant  tang- i^  r  par  sa  valeur 
tang^  a  cos  2  w  ,  on  a 

I 

tang--  r„=  tangua  cos-"+'  2  w; 

et  comme 

3 


2  w  = 


2rt+I 

il  en  résulte 

I  2 

taniî-  -  /',,  =  tang-  a  cos w„ , 

''2  ^  2  «  -f-  I 

ce  qui  revient  à  l'énoncé  de  M.  Strebor. 

TRIANGLES  POLAIRES  RÉCIPROQUES  ET  TRIANGLES  POLAIRES 
RÉCIPROQUES  SUPPLÉMENTAIRES. 


1.  Soient  un  triangle  sphérique  ABC;  et 

A',  A"  les  pôles  de  l'arc  BC , 
B',  B"  id.  AC, 

C,  C"  id.  AB. 

En  combinant  les  six  pôles  trois  à  trois,  cl  lejelant  les 
combinaisons  où  entrent  les  mêmes  lettres,  on  obtient  les 
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huit  uiangles 

A'B'C,  A"B"C", 

A'B'C",  A"TÎ"C', 

A'C'B",  A"C"B', 

B'  a  A",  B"  C"  A' . 

Chacun  de  ces  liuil  triangles  est  polaii'e  réciproque  rela- 
tivement au  triangle  donné  ABC.  Soit,  par  exemple,  le 
triangle  A"B"C^ 

A"  est  le  pôle  de  BC , 
B"  id.  AC, 

C"  id.  AB  ; 


C  est  le  pôle  de  A"  B", 
B  ul.  A"C", 

A  id.  B"C". 


La  distance  de  deux  pôles  est  égale ,  soit  à  l'angle  formé 
par  les  grands  cercles  correspondant  à  ces  pôles ,  soit  au 
supplément  de  cet  angle.  Les  côtés  et  les  angles  d'un 
triangle  ont  donc  des  relations  d'égalité  ou  des  relations 
de  suppléments  avec  les  angles  et  les  côtés  du  triangle 
donné:  mais  parmi  ces  triangles  polaires ,  un  seul  n'a  que 
des  relations  supplénientaires .  Il  est  désigné  sous  le  nom 
de  triangle  supplémentaire. 

L'idée  des  triangles  polaires  est  de  ^  iète  :  «  Si sub  api- 
»  cibus  singulis  proposiii  triplenri  sphœrici  describantur 
I)  maximi  circuli  :  iripleuruni  ita  descriptum.,  tripleurl 
»  primuni propositi,  lateribus  et angulis  est  reciprocum .  » 
[Opéra  mathemalica ,  page4i8-,  Lugd.  Bat.,  1646.) 

Les  grands  cercles  étant  décrits  avec  des  rayons  sphé- 
riques,  il  est  évident  que  les  sommets  sont  les  pôles  des 
grands  cercles.  La  construction  de  ^  iète  implique  les 
liuit  triangles ,  mais  Ténoncé  ne  semble  se  rapporter  qu'au 


(  ^79  ) 
iriauglc  supplémentaire.  ^  iète  se  sert  de  deux  autres 
modes  de  transformation.  Le  premier,  qu  il  nomme 
y.j.T  j.vii%'Kvi'jcù(ni,  ^diV  Supplément .  Pi'olongeant  les  côtés  jus- 
qu'à leurs  seconds  points  d'intersection  ,  on  obtient  ainsi 
ti'ois  nouveaux  triangles.'  Le  second  mode,  qu'il  nomme 
eJiallagen  TrXivi-oymtK-yjy ,  cliangement  de  côtés  en  angles  et 
angles  en  côtés.  Il  mêle  ces  deux  modes  ,  ce  qui  amène 
d'inutiles  complications.  Mais  le  premier  qui  ait  décrit 
et  employé  explicitement  le  triangle  polaire  supplémen- 
taire, c'est  le  célèbre  géomètre  hollandais  Snellius  :  Si  ex 
angulis  dali  tripleuri  tanquam  polis,  maximi  circuli 
descrihantur,  cornprehendent  tripleuium  ciijus  latera 
et  angidi,  latermn  et  anguloriun  primi  datonini  résidais 
reciproce  respondeant.  C'est  la  proposition  Mil  du  li- 
vre in  (page  120)  de  l'ouvrage  suivant:  Willehrordi 
Snellii  à  Rojen  R.  F.  doctrince  triangulonun  canonicœ 
libri  quatuor,  quibus  canonis  sinuwn,  tangentium  et 
secantiiim  constructio ,  triait guloruin  tani  planorum quaui 
sphœricoruin  expedita  diniensio  hreviter  ac  perspicue 
traditur ;  post  mortein  auctoris  in  luceni  editi  a  Martino 
Hortentio  Delfensi  qui  istis  probleinatwn  gœodesicoruni 
et  sphœricorum  tractatus  singulos  adjuiixit  quibus  prœ- 
cipuaruni  utriusque  trigonoinetriœpropositioiiwn  usu  de- 
claratur.  Lugduni  Batai^orum,  1629;  in-8  de  224  pages. 

Snellius  ne  prétend  pas  être  l'inventeur  du  théorème  , 
car  il  en  dit  :  Theorema  hoc  perutile  est  et  sequentibus 
demonstratioTiibus  libri  ^  peroportununi ,  atque  apJeris- 
que  'varie  sollicitatuiii,  ac  legibus  non  necessariis  alli- 
gaturn:  quod  nos  tes  uinculis  liberatum  generaliter  hic 
proponimus. 

Il  a  seulement  délivré  ce  théorème  a  vinculis  j  cela 
signifie  probablement  qu'il  a  débarrassé  le  problème 
des  inutiles  complications  de  Viète  et  d'autres.  Dans  le 
li\re  qualiième,  où  il  se  sert  du  triangle  supplémentaire 


(  -^80  ) 
pour  calculer  les  côtés,  les  angles  étant  connus  ,  il  adopte 
ladénominalioucle\  iète,  eniialagen  -'rMuçoyaivr/.-^v  (lib.IV, 
p.  2. "2.  p.  i86).  L'ouvrage  de  Snellius  a  été  édité  par 
Martinus  Hortensius,  jeune  géomètre  ami  de  Tauteur^ 
après  la  dédicace  aux  Etats  généraux  de  Hollaude,  vient 
la  préface  où  Hortensius  dit  que  l'impression  était  com- 
mencée, lorsque  l'auteur  fut  attaqué  de  la  maladie  dont 
il  est  mort  (i3  octobre  1626) ,  à  l'âge  de  trente-cinq  ans, 
et,  selon  l'usage  du  temps,  on  lit  deux  épitres  louan- 
geuses en  vers  adressées  à  Hortensius  par  Hugo  Borel  et 
Joh.  Corneli  Waardanus.  L'ouvrage  est  accompagné  de 
Tables  de  sinus,  formant  un  ouvrage  à  part,  avec  une 
autre  pagination  et  un  autre  titre,  portant  la  date  de 
1626 ,  et  a  été  imprimé  du  vivant  de  l'auteur.  Mais  Hor- 
tensius avertit  qu'il  ne  faut  pas  trop  se  fier  à  ces  Tables, 
l'auteur  étant  déjà  malade  lors  do  la  révision. 

Les  initiales  R.  F.  qui  accompagnent  le  nom  de  Snellius, 
signifient  Rudolplii  Filii.  Le  père  était  aussi  professeur 
de  mathématiques  à  l'Université  de  Leyde,  et  le  fils  lui  a 
succédé  en  161 3;  Rudolplie  Snellius  est  auteur  de  l'ou- 
vrage suivant  :  Rudoîplù Snc.Uiiin  P.  lianii geoinetriani 
prcelectiones ,  cutn  lectissimis  Lazari  Schœneri  et  Jo- 
haniiis  Thomœ  Freigii  expUcntionihus ,  ad  prœcipua 
qnœque  elenienta  statim  adjecLis  illustratœ.  Francof.  ex 
off.  typogr.  Johannis  Saurii  impensis  hœreduni  Pétri 
Fischeri,  MDXCM;  in-8  de  36 1  pages. 

Le  fils  est  surtout  célèbre  par  son  Eralosthenes  Bata- 
vus:  de  terrœ  anibitus  vera  quantltate  suscitatus .  Leyde, 
\6ii  \  in-4-  L'auteur,  à  ving-six  ans,  a  donné  le  premier 
luie  méthode  pour  mesurer  un  degré  terrestre  qui  est  en- 
core en  usage ,  et  a  aussi  le  premier  mesuré  avec  quelque 
exactitude  un  degré  terrestre.  Ses  papiers  restèrent  entre 
les  mains  de  Hortensius,  et,  depuis,  les  héritiers  de  ce 
professeur  les  montraient  sans  difficulté.  Huyghens  dit  y 
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avoir  lu  nu  volume  complet  [vohunen  iii/egru?tij  d  op- 
{itpie  où  Snellius  donne  la  véritable  loi  de  la  réfraction, 
volume  qui  n'a  jamais  été  publié,  et  Huyghens  ajoute  que 
Descaries  a  eu  aussi  ces  papiers  en  communication.  Cette 
assertion  d'un  personnage  aussi  considérable  jette  quelque 
ombrage  sur  la  découverte  du  pliilosopbe.  Toutefois,  son 
nom  doit  y  rester  altacbé;  cai-,  dans  les  sciences,  la  pu- 
blicité seule  constitue  un  droit  à  la  priorité,  à  moins 
qu'un  plagiat  ne  soit  aullientiquement  constaté,  et  Des- 
cartes, gentilhomme  et  ancien  officier  français,  était  es- 
sentiellement homme  d'hoinieur. 
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Cours    d'Algèbre    supérieure;    par    M.    Serrct   (suite) 

f  voir  t.  XUI,  p.  3S7). 


Leçon  quatiième  (49-67)- —  La  méthode  d'élimi- 
nation par  les  fonctions  symétriques  ne  donne  pas  la 
correspondance  entre  les  valeurs  des  inconnues.  M.  Liou- 
ville,  à  l'aided'un  procédé  indiqué  par  Poisson, remédie  à 
cet  inconvénient 5  c'est  par  là  que  commence  cette  leçon. 
(Voir  Nouvelles  annales  ,  tome  \I,  page  295).  Cela  re- 
vient aussi  à  chercher  la  racine  commune  à  deux  équa- 
tions; question  dont  se  sont  occupés  Lagrange  [Acad. 
Berlin,  1770  et  1771)  f^t  Abel  [Annales  de  Gei- 
gonne,  tome  X\  II)  (*).  Ces  deux  théorèmes  qui  termi- 


{*)  On  a  oublié  d'insérer  ce  >leinoire  dans  les  OEuvres  complètes  d'Abel 
publiées  par  M.  B.  Holniboe.  Christiania;  2  vol.  in-4  ;  iSSg. 
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nenlla  leçon  n'étant  pas  clans  nos  Annales,  nous  croyons 
devoir  les  consigner  ici. 


Théorènio  de  Lagran ge . 


Soient 


(1)  f  {-Jc)    =   X"'  -\-  p,X"'~^  -T-  p.X"'~'^  -\-.    .-!-/Jm  =  0, 

(2)  F  [x)  =  X"  -T-  q,  x""'-  -+-  fj.x"—-  -\-...-\-  y„  =  O, 

(«,,/7,,...,ff„); 

les  a  sont  les  n  racines  de  Téquation  (2). 
Formons  l'éqnation 

(3j  (Z-/     «,)(z-/(«,)...(z-/(«„)=    G. 

Autant  cette  équation  aura  de  racines  nulles,  autant  les 
équations  (1)  et  (2)  auront  de  racines  communes;  les 
coefficients  de  l'équation  (3)  sont  donnés  par  la  théorie 
des  fonctions  symétriques  et  sont  des  fonctions  entières  de 

Mais  on  peut  déduire  ces  coefficients  par  différentia- 
tion  du  dernier  terme  de  léquation  (3).  En  effet,  soit 

¥=/>,)/(«.).. ./(«„) 
(V  osl  une  fonction  entière  de  /;i,...,  /;„ ,  q^....^  (/„)  ; 

/  (^.  )   =    «',"  +  P<    <'~'  -h   ■■•-hpn,, 

df{a,) 


dpm 

de  même 


(Ij-m 


Uone  -—  est  la  somme  des  protiuils  //  — i  à  n — 2  des  ra- 
ffpm 

cines/(rt,),/(<'/2),  etc.  On  a  ainsi  le  coefficient  d«>  z.  Par 
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un   raisonnement  analogue,   on    trouve  le  coefficient   de 
z^,  etc.  :  on  a  donc 


1       d"-'\  ,    1  d'\  dV 

z - qz  ——  3  m  V  =  G. 


T  'l I 


//  —  I    dp"    '  '  2  d//'„         '    d/j 

Ainsi ,  pour  que  {j.  racines  de  Téquation  (2)  satisfassent  à 
l'équation  (1),  on  doit  avoir  les  y.  conditions 

dY                d'Y                       d."-'Y 
V  =  o,     —-=0,      -—=0,    .     ,     7  =  ^- 

S'il  n'y  a  pas  de  racines  égales  parmi  les  ii  racines  a,  les 
deux  équations  (1)  et  {2)  ont  nécessairement  un  facteur 
commun  de  degré  fJi-,  mais  s'il  y  a  des  racines  égales  ,  cette 
conséquence  n'est  plus  certaine;  de  même  les  équa- 
tions 

df{n,) 

— =  I,.  .  ., 

dpm 

ne  subsistent  qu'autant  qu'aucun  coefficient  p^ ,  />2  5  etc. , 
ne  soit  fonction  de  jp„,  5  mais  si  cette  dépendance  existe, 
les  équations  de  condition  ne  sont  plus  les  mêmes. 

Si  ^1,  /?2  V  ■>  ^m  sont  m  racines  de  l'équation  (i)  ,  on 
aura  des  conditions  analogues  à  celles  qu'on  vient  de 
donner,  pour  que  ces  y.  racines  de  l'équation  (i)  appar- 
tiennent à  l'équation  (2). 

Exemple.  Quelles  sont  les  conditions  pour  cju'une 
ligne  plane  du  troisième  degré  se  décompose  en  une  co- 
nique et  une  droite  ? 

Solution.   Soieni 

(  1  )  fix]  =  x''  -h  p,  x'^  —  p,  j:  -+-  J)    :=  o , 

(2)  F  [x    —  x^  -i-  f/,  -r  -\-  q.  —  o  ; 

P\  -.  p^  '  7^3 1  (j\  1  <]•!  sont  des  fonctions  de  y  d'un  degré  in- 


(  ;^«4  ) 

diqiu-  par  Fiiidirr  : 

\z=fi\  —  q,  q\p,+  {q\  q,  —  2  q\  )/>,—  {q\  —  3r/,  q,)p,+  q\  p] 

—  q^qip^p^.  +  iq]  —  ^q\)ihPi  + q^p] 

—  q,p,p,-bpl  =0, 

dY  3  „  ,     .,  . 

— -=  —  9,  -h  6q,q:,  -+•  (r/;  _  2  r/j)/»,  -   7,  /;,-+-  2/^  =  O. 

"T'a 

Eliminaut  p^ , 

(9'  —4^0  {q]  —  q^  —  q^  p^  +  p,y-=  o, 

posons 

7'  —  4'/2  =  o» 

la  conique  se  réduit  à  une  droite  double;  et  éliminant  q^ 

1     ^^V  1    . 

de  —  9  on  obtient 
dpz 

q'  —  ^  q\  P'+^  '7'  P'  —  8/^.  =  o. 

Cette  équation  donne  les  valeurs  de  y,  correspondant  aux 
intersections  de  la  droite  double  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré.  Si  la  dernière  équation  est  une  identité,  la 
courbe  du  troisième  degré  se  réduit  à  une  droite  et  à  une 
conique.  Si  /^^  — 4  ^2  n'est  pas  nul,  on  aura 

q]—  q2  —  q^p<  +  P2  =  o; 

,..     .  '         •  ^V  ,    . 

éliminant  <72  entre  cette  équation  et  -r—  =  o,   on  obtient 

(ip> 

q\  —  '>^q\  p^  4-  y,  [p^.  -^  p])^ p..  =  o. 

Si  cette  équation  est  une  identité,  la  courbe  du  troisième 
degré  représente  le  système  de  trois  droites. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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PROPRIÉTÉS  Dl  TÉTRAÈDRE  DA^S   LEQliEL  LES  TROIS 
HAITEIRS  (*)  SE  RE^CO^JTRENT. 

Communiqué    par    Ui\    PROFESSEUR. 


1°.  Les  plus  courtes  distances  enti^e  les  arêtes  opposées 
se  coupent  au  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

i'^ .  La  somme  des  distances  d'un  point  aux  six  arêtes 
du  tétraèdre  est  un  minimum  au  point  de  rencontre  des 
trois  hauteurs. 

3".  Les  pieds  des  plus  courtes  distances  entre  les  arêtes 
et  les  milieux  de  ces  arêtes  sont  douze  points  situés  sur 
une  sphère  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre. 

Le  cercle  des  neuf  points  sert  à  démontrer  l'existence 
de  la  sphère  à  douze  points. 

M.  G. -F.-W.  Baehr,  professeur  de  philosophie  au 
Gymnase  de  Middelbourg,  signale  cette  belle  propriété 
dynamique.  Lorsque,  dans  un  tétraèdre,  deux  arêtes 
sont  à  angle  droit,  rendant  fixe  une  de  ces  arêtes,  on 
peut  communiquer  au  solide  une  rotation  telle,  que 
l'axe  n'éprouve  aucune  pression  \  ce  qui  est  impossible 
lorsque  l'angle  de  croisement  n'est  pas  droit.  (  Verhand- 
ling  ouer  eene  ineiMvaardige  Dynamische  eigenschap 
van  eene  hjzondere  soort  TJan  DrieJiockige  Piraniiden  : 
Dissertation  sur  une  propriété  remarqualjlc  d'une  cer- 
taine espèce  de  pyramides  triangulaires 5  iSSi;  in-8.) 
Nous  y  reviendrons. 

(*)  Le  léli'aèdre  du  fjrand  Concours  (page  2<)()). 


Aiin.  de  MaiJu'inal. ,  t.  Xlll.  (Ocîohrc    i8fi/|.) 
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SUR  LE  MOT  KARDAGA  ET  Sl]R  WM  MÉTHODE  INDIENNE  POIR 
CALCILER    LES    SIKHS. 

Par  m.  WOEPCRE. 


Dans  le  tome  XII,  page  44  •>  des  Nouvelles  Annales , 
on  signale  le  mol  kardaga  à  l'attentiau  des  personnes  qui 
s'occupent  de  recherches  historiques. 

La  question  de  l'origine  et  de  la  vraie  signification  de 
ce  terme  me  paraît  être  résolue  dans  le  passage  suivant 
du  Mémoire  de  M.  Reinaud  sur  l'Inde  (XVllP  vol.  des 
Mémoires  de  l'Académie  des  Inscriptions  et  Belles- 
Lettres,  page  3i3)  : 

»  A  l'égard  du  mot  kardagia,  Albyrouny  rapporte 
»  qu'il  s'appliquait  à  un  arc  de  cercle  renfermant  la 
»  96*^  partie  de  la  circonférence,  et  ayant  la  valeur  de 
»  S'' 45',  ou,  en  d'autres  termes,  de  aaS  minutes.  Ce 
»  mot  est  peut-être  une  altération  du  sdin?>cr\icramadjya, 
»  qui  signifie  sinus  droit.    » 

Je  reviendrai  à  la  fin  de  cette  Note  sur  la  manière  dont 
cette  dernière  signification,  qui  est  la  vraie,  a  pu  être 
modifiée  dans  l'usage,  et  sur  les  altérations  que  ,  pareil- 
lement ,  le  mot  cramadjya  même  a  eues  à  subir.  Je  com- 
mencerai par  discuter  un  passage  important  du  Sowya 
Siddhanta  (*) ,  qui  confirme  complètement  la  conjecture 
du  célèbre  académicien,  et  dont  voici  la  traduction  tex- 
tuelle : 

«  Divisez  le  nombre  de  minutes  contenu  dans  un  sinus,. 


(*)  Asiatick  Researches,  5"^  édition,  London,  1807,  in-8°;  vol.  II, 
page  •24s-  Ce  jiassage  y  es!  donné  par  M.  Davis  dans  un  Mémoire  sur  le- 
calcul  astronomique  des  Indiens 
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»  savoir  1800,  par  8  ,  le  quotient  225  est  le  premier  jryrt- 
w  pinda,  ou  la  première  des  vingt-quatre  portions  de  la 
»  moitié  de  la  corde  de  l'arc.  Divisez  le  \)veTcner  jyapinda 
»  par  225,  retranchez  le  quotient  i  du  dividende,  et 
»  ajoutez  le  reste  224  au  premier  jyapinda  afin  d'obtenir 
»  le  second  ijapùida  449-  Divisez  le  second  jyapinda 
»  par  225 ,  et,  attendu  que  le  quotient  est  i  et  la  fraction 
»  de  plus  d'une  demi-minute ,  retranchez  2  du  reste  pré- 
»  cèdent  224,  et  ajoutez  le  reste  ainsi  trouvé  au  second 
»  jyapinda  afin  d'obtenir  le  troisième  jyapinda  671. 
))  Divisez  ce  nombre  par  2  25  ,  et  retranchez  le  quotient 
))  3  du  dernier  reste  222  5  ajoutez  le  reste  ainsi  trouvé 
»  219  au  troisième  jyapinda  afin  d'obtenir  le  cjuatrièine 
»  jyapinda  890.  Divisez  ce  nombre  par  2  25,  et  retran- 
»  chez  le  c|uotient  du  dernier  reste  ^  ajoutez  le  reste  ainsi 
))  trouvé  au  quatrième  jyapinda  pour  obtenir  le  cin- 
»  quième  jyapinda  1  io5  ,  et  continuez  de  la  sorte  jusqu'à 
»  ce  que  les  vingt-cjuatre  cramadjyas  (sinus  droits)  soient 
»   au  complet,  ce  qui  sera  ,  comme  il  suit  : 

225,     449 5     671,     8go ,      iio5,      i3i5,      i52o,      '7'9> 

9  10  ll_  12  13  l/j  is  !6 

igio,  2093,  2267,  2431,  2585,  2728,  2859,  ^97^5 

17  18  19^  20  71  22  2  3  24 

3o84,  3177,  3256,    3321,   3372,     3409,     343i,     3438, 

Exprimant  cela  en  formules,  et  désignant  par  une 
fraction,  avec  deux  traits  superposés,  le  nombre  entier 
le  plus  voisin  de  cette  fraction  ,  la  méthode  indienne  pour 
calculer  les  sinus  est  la  suivante: 


2J, 
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sin225'  =  225; 

{      ^        sin  (i  .225'")!         .     ,  w,, 

sin  (2.225';  =     225 ^-^^ ^     +  sin  (l  .225') 

=  224  H-  sin  (  I  .  225')  =  449  ; 

)      f       sin(2.225')  I         .     ,  ^,. 

sin(3.225')  =J224 ^-^ jH- sin  (2.225') 

=  222  H-  sin  (2 .  225')  ==  67 1  ; 

sin  (4.225')  =  {222  -  i^l^-^l^^  J  H- sin  (3.22Ô') 
:=  2 1 9  -f-  sin  (3 .  225')  =  890  ; 

sin  (5.225')  =    219- !i^ii|-|^^+ sin  (4-225') 

=:  2 1 5  -f-  sin  (4 .  225')  =  1 1  o5  ; 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  observons  que,  de  ces  relations,  on  tire  aussi 

224  =  sin  (2 .  225')  —  sin  (  1 .  225': , 
222  =  sin  (  3 .  225')  —  sin  (  2 .  225') , 
219  =  sin  (4 .  225')  —  sin  (  3 .  225') , 
2i5  :=  sin  (5.225')  —  sin  (4-225'),  etc., 

et,  en  substituant  ces  valeurs,  on  trouve  que  la  métbode 
indienne  s'exprime  par  la  formule 

sin  (/?  +  1 .225';  =  sin  («.225')  —  sin  (/?  —  i  .225') 

sin  («.225')        .    ,  ^,, 
^25 ^  + sin  ("'225'), 

ou 

(i)sin  («  +  1 .225')  =  sin  («.225')  (2 -|  —  sin(«  —  1.225'). 

Or,  on  a 

sin  (adb  Aa)  =  sin  y.,  ces  Aaztcosa.sin  Aa; 
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donc 

sin  (a  H-  A  a)  H-  sin  (a  —  A«)  =  2.sin  a.cos  A« 

Ax 
^  2  sin  a  I  I  —  2  sin^  — 

2 


(2)    sin  (a  -f-  Aa)  =  sin  a  (  2  —  4  ^in^  • — '-  j  —  sin  (  a  —  Aa). 

L'analogie  remarquable  qui  existe  entre  cette  der- 
nière formule  et  celle  à  laquelle  se  ramène  la  méthode 
indienne,  a  été  reconnue  par  M.  Playfair  (*)  et  constatée 
par  M.  Delambrc  (**)• 

M.  Delambrefait  remarquer  (***)  que  M.  Playfair  «  ne 
»  dit  pas  pour  quelle  raison  les  Indiens  se  seraient  bornés 
»  aux  arcs  multiples  c(e  3°4S'  » ',  mais  M.  Delambre  lui- 
même  n'en  dit  rien  non  plus. 

Cependant  cette  raison  n'est  pas  bien  difficile  à  trouver, 
et  comme  il  importe,  pour  la  question  dont  il  s'agit  ici , 
de  bien  éclaircir  le  rôle  que  joue  l'arc  de  225  minutes, 
avif[uel  est  resté  le  nom  de  cramadjya  (sinus)  par  ex- 
cellence, et,  par  suite,  celui  de  hardaga,  on  voudra  bien 
me  permettre  d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Les  Lidiens  divisent  la  circonférence  en  degrés  et  mi- 
nutes j  connaissant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
rayon  (*'*'**),  ils  délerminent  la  valeur  en  minutes  d'un 
arc  égal  au  rayon ,  c'est-à-dire  ils  évaliaent  le  rayon  en  mi- 


(*)  Transactions  ofthe  royal  Society  of  Edimhuri'h  ,  année  1798,  tome  IV, 
partie  II,  pages  83  et  suivantes. 

("*)  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  vol.  I,  pages  /p8  et  suivantes. 
(  ***  )  Loc.  laucl.,  page  460. 

(**"*)  Noir  Nouvelles  Annales  dcMciihémat'qucs,  tome  ^',  page  071,  G®note 
ajoutée  par  M.  Marre  à  son  excellente  traduction  de  la  partie  géométrique 
de  l'Algèbre  de  Mohammed-ben-Moussa. 


(  390  ) 
nules,  et  ils  font  /■  =:  3438',  valeur  exacte  si  l'on  néglige 
les  fractions  de  minute.  Ils  connaissent  les  formules 


sin  3o°  =:  -  rayon  =  1719'» 


I  —  ces  a 
sin  -  =  1  )   ?      /•^=  sin^  a  -|-  ces'  a  ; 

2         \  2 


conscquemmenl  ils  peuvent  déterminer,  par  des  bissec- 
lions  successives,  les  sinus  de  i5°,  de  7°3o',  de3°4S'i 
toujours  exprimés  en  minutes. 

Or,  dans  'cette  succession  de  sinus,  celui  de  3°  4^'  est 
le  premier  qui  contient  le  même  nombre  de  minutes  que 
Varc  auquel  il  correspond  ;  donc,  si  l'on  ne  demande 
qu'une  exactitude  aux  minutes  près,  on  s'arrêtera  natu- 
rellement au  sinus  de  3°45'5  parce  que  les  sinus  des  arcs 
plus  petits  seront  à  plus  forte  raison  égaux  à  ces  arcs,  et 
s'obtiennent  par  conséquent  sans  calcul.  Par  la  même  rai- 
son, ou  encore  à  plus  forte  raison,  il  suffira,  pour  les  in- 
tervalles compris  entre  les  multiples  de  3°45',  d'une 
simple  interpolation,  lorsqu'on  ne  demande  les  sinus 
qu'aux  minutes  près ,  attendu  que  le  premier  de  ces  inter- 
valles ,  celui  de  0°  à  3°  45'?  est  le  plus  grand  de  tous. 

On  voit  maintenant  pourquoi  le  sinus  ou  l'arc  de 
225'  a  pu  être  considéré  comme  l'élément  fondamental  de 
la  Table  des  sinus ,  comme  le  sinus  par  excellence. 

Mais  cet  arc  (ou  du  moins  un  arc  très-voisin  de  225  mi- 
nutes) ,  jouit  encore  d'une  autre  propriété  très-remar- 
quable qui  a  écliappé  à  M.  Playfair  et  à  M.  Delambi'e,  et 
qui  pourra  faire  paraître  la  méthode  indienne  sous  un 
jour  tout  nouveau. 

On  a  pu  remarquer  qu'il  figure  dans  l'exposé  de  la  mé- 
thode indienne  un  diviseur  2  25.  D'après  la  formule  (2), 
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«e  diviseur  devrait  être 


225 

4  sin' 

2 


-  =  233, 5o6, 


ainsi  que  l'a  fait  remarquer  M.  Delambre,  qui  qualifie  à 
deux  i^eprises  dilférentes  (*)  le  cliifïre  aaS  de  simple  faute 
d'impression  ,  ou  erreur  de  copie. 

J'avoue  qu'il  m'a  paru  bien  difficile  d'admettre  une 
faute  d'impression  répétée  ainsi  quatre  fois  de  suite,  tou- 
jours de  la  même  manière.  J'ai  donc  tâché  de  trouver  la 
raison  d'être  de  ce  diviseur  2^5  ,  identique  au  nombre  de 
minutes  dont  les  arcs  de  la  Table  indienne  sont  les  mul- 
tiples. 

Or,  la  méthode  indienne  s'exprime ,  comme  nous  avons 
vu,  par  la  formule 

(i)     sin(«-t-i  .«')  =sin  («.a')  I  2 J  —  sin  (/z  —  i.a') 

Cette  formule,  dit-on,  n'est  pas  exacte,  n'est  pas  une 
identité.  Donc,  pour  la  rendre  exacte,  nous  n'aurons 
qu'à  déterminer  la  valeur  de  a  qui  la  rend  identique.  En 
combinant  la  formule  (i)  avec  l'identité 


(2)   sin  [ri  -\-  I 

.x'j 

)=i  sin  («.«')  (2  —  4 

on  obtient 

(3) 

4  X  sin'-  =  I  , 
2 

d'où 

a'  =  227'48",5, 
valeur  qui  approche  de  223'  d'une  manière  si  frappante, 

(*)  Loc.  laud,,  paf;es /j.58  et  4Co 
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cju  il  me  parait  impossible  de  regarder  cette  coïncidence 
comm^e  purement  accidentelle.  Certes,  les  Indiens  n'ont 
probablement  pas  suivi  cette  marche.  Mais  eu  calcula- 
teurs excellents  qu'ils  étaient  (et  qu'ils  sont  encore  au- 
jourd'hui),  ils  auront  découvert  par  résultats  de  calcul  ce 
dont  nous  nous  rendons  compte  par  le  raisonnement  ana- 
lytique. 

Aussi  ne  suis-je  pas  éloigné  de  croire  ce  que  M.  De- 
lambre  paraît  ne  vouloir  pas  admettre,  savoir:  (j^ue  les 
Indiens  ont  eu,  outre  la  Table  ci-dessus,  qui  n'était  évi- 
deiument  destinée  qu  à  des  calculs  où  1  ou  ne  demandait 
qu'une  exactitude  aux  minutes  près,  d'autres  Tables  de 
sinus  plus  exactes  (*). 

Maintenant,  pour  revenir  au  nom  hardaga  ^  il  paraît 
donc  que  ce  terme  et  le  terme  indien  cramadjya  dont  il 
est  1  altération,  ne  signifiaient  originairement  que  sinus 
simplement,  les  sinus  dune  Table  (**);  qu'ensuite  ce 
nom  a  été  donné  par  excellence  au  sinus  particulier,  ou  à 

(  *  )  Comparer  le  passage  cité  ci-après  du  Mémoire  sur  l  Inde  de  M.  Rei- 
naud  ,  paj-;e  3 12. 

(  **  )  C'est  ce  qui  résulte  aussi  d'un  passage  de  l'ouvrage  arabe  intitulé  : 
Tâiikh  Àlhokamà  [Annales  des  Savants)  cité  par  M.  Reinaud  {^Mémoire  sur 
l'Inde,  page  3i2),  passage  intéressant  et  qui  peut  donner  lieu  à  quelques 
observations,  que  nous  réservons  pour  une  autre  occasion.  Cette  citation 
est  ainsi  conçue  :  «  En  l'année  i56  de  l'hégire  (778  de  J.-C.  ),  il  arriva  de 

•  l'Inde  à  Bagdad  un  homme  fort  instruit  dans  les  doctrines  de  son  pays- 

•  Cet  homme  possédait  la  méthode  du  Sindhind ,  relative  aux  mouvements 
n  des  astres  et  aux  équations  calculées  au  moyen  de  sinus  de  quart  en 
»  quart  de  degré.  Il  connaissait  aussi  diverses  manières  de  déterminer  les 
»  éclipses  ,  ainsi  que  le  lever  des  signes  du  zodiaque.  Il  avait  composé  un 

•  abrégé  d'un  ouvrage  relatif  à  ces  matières  ,  qu'on  attribuait  à  un  prince 
»  indien  nommé  Fygar.  Dans  cet  écrit,  les  karda^ia  étaient  calculés  par 
n  minutes.  Le  khalife  ordonna  qu'on  traduisit  le  Traité  indien  en  Arabe, 
»  afin  d'aider  les  musulmans  à  acquérir  uneconnaissance  exacte  des  étoiles. 
»  Le  soin  de  la  traduction  fut  confié  à  Mohammed,  fils  d"Ibrahim-al-Fa- 
»  zary ,  le  premier  d'entre  les  musulmans  qui  s'était  livré  à  une  étude  ap- 
»  profoudie  de  l'astronomie  :  on  désigna  plus  tard  cette  traduction,  chez 
»  les  astronomes  ,  sous  le  titre  <le  Grand  Sindhind.   .. 


(  3c,:5  ) 

l'arc  égal  à  ce  siiuis,  qui  formait  uu  élément  foiidamenlal 
dans  la  construction  de  la  Table  indienne,  et  qu'on  a  fini 
par  donner  le  même  nom  à  d'autres  arcs  ou  quanti  lés 
jouant  un  rôle  important  dans  la  construction  des  Tables 
de  sinus,  par  exemple  à  l'arc  de  i5  degrés,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  dans  la  méthode  de  Purbacli  analysée  par 
M.  Delambre  [Hlst.  de  V Astvon.  du  moyen  a^e,  p.  282). 

Quant  au  mot  kardaga  même  ,  on  ne  doit  pas  s'étonner 
que  les  y\.rabes  aient  modifié  un  peu  le  terme  indien  en 
l'adoptant,  et  qu'ils  aient  fait  hardadja  de  craniadjya  , 
de  même  qu'ils  faisaient  sindhind  de  siddhanta.  Au  reste, 
la  transformation  de  cramadjya  en  lardadja  pouvait  se 
faire  d'autant  plus  facilement ,  que  la  transcription  arabe 
de  cramadjya  est  kr  m  d  dj  h  ,  et  qu'il  suffit  d'omellre  le 
/w,  figuré  dans  l'écriture  arabe  par  un  petit  nœud,  pour 
avoir  k  r  d  dj  h  ^  et  pour  prononcer  kardadja.  Lorscpi'on 
connaît  les  altérations  parfois  incroyables  qu'ont  subies 
des  mots  et  des  noms  propres  grecs  en  passant  dans  la 
langue  ou  dans  les  manuscrits  arabes,  la  conjecture  pré- 
cédente n'a  rien  que  de  très-admissible. 

IS^ote  du  Rédacteur.  — Jya  en  sanscrit  est  proprement 
la  corde  de  l'arc  avec  lequel  on  lire  *,  le  nom  du  sinus  en 
cette  même  langue  est  djyua  (*)•,  les  Arabes  ont  adopté 
ce  mot,  et  appellent  le  sinus  djih.  Mais  en  arabe  ce 
même  mot  signifie  une  espèce  d'élévation,  sorte  de 
poche  formée  par  un  vêtement,  un  sinus  'vestis ,  et  les 
traducteurs  l'ont  pris  dans  ce  sens-là.  Ainsi  l'origine  de 
la  dénomination  du  sinus  trigonométrique  tient  à  un  qui- 
proquo. Djib  désigne  aussi  en  arabe  un  réservoir  d'eau, 
une  citerne  :  double  signification  que  présente  aussi  Thé- 
breu  gaba,  s'élever,  s'enfler  (d'où  peut-être  le  gihbus 
laliii)  ;  guebe  est  une  citerne. 


(")  Communiqué  par  le  savant  oriciUalisle  IMiiiik. 
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Quant  au  mot  sanscrit  cramadjja  (sinus  droit) ,  il  est 
formé  de  deux  mots ,  crama  et  djja  :  le  dernier  signifie 
simis^  le  premier  vient  de  la  racine  crani,  marcher,  et  dé- 
signe la  marche,  \epiefl,  peut-être  le  pied-sinus,  le  sinus 
soutien  principal ,  comme  nous  disons  le  pied  droit  -,  c'est 
très-conjectural. 

QUESTIONS  FONDAMENTALES  SUR  LES  CONIQIES ,   CLASSÉES 
MÉTHODIQIEMENT. 


1.  Notation,  a,  è,  c,  etc. ,  désignent  des  points  par 
lesquels  la  conique  cherchée  doit  passer. 

A,  B,  C,  etc.  ,  désignent  des  droites  que  la  conique 
cherchée  doit  toucher. 

A',  B',  C,  etc.,  désignent  des  droites  que  la  conique 
cherchée  doit  toucher  en  des  points  donnés. 

2.  Dans  toutes  ces  questions  ,  il  faut  trouver,  de  gran- 
deur et  de  position,  un  système  de  diamètres  conjugués, 
sans  décrire  la  conique ,  sans  calculs  et  par  des  considé- 
rations tirées  de  la  géométrie  ancienne  (Euclide,  Apol- 
lonius) et  de  la  géométrie  contemporaine  (Chasles,  Pon- 
celet ,  Steiner). 

3.  Les  données  sont 


1 . 

a  b  c  d  c , 

2. 

a  b  cdE, 

3. 

(i  6  f  D  E  , 

4. 

a  bcH', 

5. 

a  bCD', 

6. 

a  B  C  D', 

7- 

aB'C, 

8. 

ABCDE, 

9- 

A  BCD', 

10. 

AB'C. 

; 
î 
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4.  Mêmes  données 5  une  droite  étant  tracée  dans  le 
plan  de  la  couicrue ,  trouver  les  points  d'intersection  avec 
la  conique,  sans  décrire  celle-ci  et  sans  avoir  recours  à 
un  système  de  diamètres  conjugués. 

Parabole  et  hyperbole  équilatère. 
o.  Données  : 


(5.   Données 


I . 

a  b  c  d , 

2. 

a  b  cD, 

3. 

a  bCD, 

4- 

a  b  a, 

5. 

rtBCD, 

6. 

aBC, 

7- 

ABCD, 

8. 

ABC, 

q- 

A'B'. 

Cercle. 


I . 

abc. 

2. 

abc, 

3. 

aBC, 

4- 

aB', 

5. 

ABC, 

6. 

AB'. 

Ici  les  grandes  lettres  A,  13,  C  peuvent  signifier  aussi 
des  cercles  donnés. 

Ai'is.  On  n'insérera  pas  de  solution  relative  au  paragraphe  6. 
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SIR  LES  RÉSIDUS  DANS  LA  DIVISION  ARITHMÉTIQIE , 

D'après  M.  LEJEUNE-DIRICHLET  (*). 


1 .  Divisons  le  nombre  entier  p  successivement  parles 
7/  nombres  i ,  2,3,...,  n  —  i ,  «  5  on  obtient  n  i^estes  qui 
se  divisent  en  trois  classes  ; 

A)  restes  égaux  respectivement  aux  moitiés  des  divi- 
seurs correspondants  5 

B)  restes  supérieurs  à  ces  moitiés; 

C)  restes  inférieurs  à  ces  moitiés. 

La  classe  C  est  plus  fréquente  que  les  deux  autres 
classes-,  autrement,  le  nombre  des  diviseurs  qui  four- 
nissent des  restes  inférieurs  aux  moitiés  de  ces  diviseurs 
est  plus  considérable  que  le  nombre  des  autres  diviseurs, 
de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  n'  le  nombre  des  diviseurs 
qui  fournissent  la  classe  C,  n  croissant  indéfiniment,  on 
aura 

lim  —  z=zi  —  log4  =  0,6137. 

Dansle/ou/7f<7/de  Crellecité,iM.L.  D.  résout  le  problème 
général ,  les  restes  étant  inférieurs  à  une  fraction  quel- 
conque du  diviseur,  et  Ton  fait  usage  d  une  transfoi'ma- 
tion  ingénieuse  qui  peut  avoir  des  applications  nom- 
breuses. C'est  le  type  du  génie  de  cet  illustre  analyste 
d'inventer,  pour  résoudre  les  problèmes  particuliers ,  des 
procédés  d'une  admirable  fécondité,  et  employés  avec 
avantage  dans  des  circonstances  étrangères  à  celles  qui 
ont  donné  naissance  à  ces  procédés. 

(')  Mcm.  de  V  Acad.  de  Ucrlin  ,  iS  (().  CiitLLE ,  t.  XLVII;  p.  i5i,  iSS/). 


(397) 

Ce  Mémoire  est  suivi  d'un  autre  :  Deformarwn  hinaria- 
runi  secundi  gracias  compositione\  et  des  considératious 
sur  la  première  démonstration  de  M.  Gauss  ,  de  la  loi  de 
réciprocité  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques.  Nous 
annonçons  ces  travaux  avec  bonlieur,  car  le  long  silence 
de  certains  hommes  est  une  calamité  {*). 

M.  Bienaymé,  le  savant  académicien,  a  bien  voulu 
nous  communiquer  la  démonstration  suivante  : 

Le  quotient  i  répond  à  -  diviseurs 5  parmi  ceux-ci,  il 

n'y  a  évidemment  que  les  diviseurs  compris  entre  ~  ei-n 

qui  peuvent  donner  des  restes  égaux  ou  supérieurs  à  leurs 
moitiés  respectives-,  ils  ne  sont  donc  qu'au  nombre  de 


i  2  b 

de  même  pour  un  diviseur  d  ayant  un  quotient  ^ ,  il  y 
aura  des  restes  inférieurs  au  -  diviseur  J,  jusqu'à  ce  qu'on 


ait 


de  là  à 


d  2  « 

n  =z  dq  -\ ou      d  = 


27  +  1 


d=       " 


7  -H  I 


il  y  aura  au  plus 


29-f-i         q  +  i         («7  4-  l)(27H-  1) 
diviseurs  donnant  des  restes  plus  grands  que  leurs  moitiés 


(*)  On  a  dit  cela  de  Sicycs.  Je  n'ai  jamais  compris  la  justesse  de  cette 
plainte  ;  du  moins  d'après  la  vie  publique  de  cet  homme  d'État. 


(  398  ) 
respectives.  Faisant  successivement  q  égal  à  i,  2,  3,  le 
nombre  de  ces  diviseurs  sera  au  plus  exprimé  par  la  série 


4^ 


3.5         4.7  ■"  [q-^l)[lq-h\) 


Lorsque  n  est  infiniment  grand ,  q  est  infini .  et  la  série 
devient 

(— I  +los4)  /?; 

donc  le  nombre  des  diviseurs   donnant  des  restes  infé- 
rieurs à  leurs  moitiés  respectivement  est  n  [1  —  log  4)- 

SOLUTION  DES  QIESTIONS  285-286; 

(voir  t.  XII.  p.  44i)  ; 

Par  m.   FAURE. 


28o.  u  ^  o  est  l'équation  rendue  homogène  dune 
courbe  plane  de  degré  ni  entre  trois  variables  Xy,  x^,  x^. 
Lorsque  le  déterminant  de  cette  fonction  est  identique- 
ment nul ,  léquation  représente  un  faisceau  de  m  droites. 

(O.   Hesse). 

D'après  les  notations  de  M.  Hesse  indiquées  dans  les 
Nouvelles  Annales ,  tome  X  ,  page  124.  la  fonction  u  a 
six  coefficients  différentiels  du  second  ordre  : 


et  son  déterminant  D  est  donné  par  la  relation 

D   =    H,,  H:W/33H-2  a,5«U«23  «11   «:3    —   «;2«Î3    —  «33  «î,- 

11  serait  identiquement  nul  si  la  fonction  z/,  sans  cesser  de 
rester  homogène ,  ne  contenait  que  les  deux  variables  Xi 


(  399) 
et  Xi ,  car  la  variable  x^  étant  supposée  nulle ,  les  dérivées 
de  la  fonction  u  par  rapport  à  cette  variable  le  seraient 
aussi,   et,  par  suite,  le  déterminant,  puiscpie  chacun  de 
ses  termes  contient  u^.  Mais,  dans  ce  cas,  on  a 

(i)  n^F  {a^x,  ,  a.x,)  =  o, 

et  l'équation  u  =  o  représente  le  système  de  m  droites 
passant  par  un  même  point.  Lors  donc  que  l'équation 
u  =  o  représente  un  faisceau  de  droites  passant  par  lori- 
gine  des  coordonnées  ,  son  déterminant  est  identiquement 
nul  5  prouvons  maintenant  la  réciproque  de  cette  pro- 
priété. A  cet  effet ,  j'opère  un  changement  de  coordonnées 
et  je  fais  voir  que  l'équation  que  j'obtiens,  fonction  des 
nouvelles  variables,  est  nécessairement  de  la  forme  (x), 
de  sorte  que  nous  aurons  transporté  l'origine  des  coor- 
données au  sommet  du  faisceau.  Je  poserai  donc 

JC2  =  b,y,  -+-  bjjj-lrv.2  2,  . 
■ï'3  =  <",  Ji -t-  ^2  J2  +  aj  2 , 

mais  en  ne  faisant  entrer  dans  ces  équations  que  deux 
variables  indépendantes  yi ,  jo ,  et  regardant  z  comme 
une  fonction  de  .r, ,  x, ,  Xs  déterminée  par  ces  équations. 
Les  constantes  a,  b,  c,  a  sont,  du  reste,  quelconques. 
Je  substitue  les  valeurs  de  x^  ^  x^,  x-i  dans  la  fonction  u , 
et  j'ordonne  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  z. 
J'appelle  U  ce  que  devient  u  après  la  substitution  des  bi- 
nômes 

«ij.  4-«2j2,      b^y,  +  h^y^,      c,y^-\-c\r. 

à  la  place  de  x^^  x^^  x-^:  ce  sera  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement ;  d'après  la  loi  de  Taylor,  le  coefficient  de  z^ 
q_ue  j'appellerai  U',  sera  la  valeur  de 


du 

(lu 

du 



_i_ 

a. 

, 

-\-  "■>■ 

<ir, 

(Ix. 

dr.' 

(  4oû  ) 
ou 

7.,    W,    -f-  'Ji-i  II,  -T-  V-l    «3 

(d'après  la  notation  de  M,  Hesse)  lorsqu'on  aura  fait  la 
substitution  précédente.  Quant  aux  autres  termes,  je  les 
désigne  par  U",  U'",  etc.  ,  leurs  valeurs  se  déduisent  faci- 
lement de  U '.  On  aura  ainsi 

o  =  U+U^z4-lJ"^-+U"'     ^    o+ 

I  .  ?.  I     2  .  D 

Or  nous  allons  voir  que  le  second  terme  de  ce  dévelop- 
pement est  identiquement  nul,  et,  par  suite,  tous  les  sui- 
vants, de  sorte  que  notre  équation  se  réduit  à 

U  =  o, 

équation  homogène  et  à  deux  variables  y.^ ,  y\_  qui  repré- 
sente un  faisceau  de  ni  droites.  Le  déterminant  D' de  cette 
fonction  sera  identiquement  nul,  et  par  suite  D,  d'après 
la  relation  qui  lie  entre  eux  ces  deux  déterminants. 

Pour  démontrer  que  U'  =  o,  je  désignerai  par  i  Djs, 
2D13,  2D23,  les  dérivées  du  déterminant  D  par  rapport 
aux  qvianlités  z/j2,  ;/i3,  «235  et  simplement  par  Dj,  ,  D22 , 
D33 ,  les  dérivées  du  même  déterminant  par  rapport  à  Wji , 
«22)  «33.  On  voit  facilement  que  Fou  a  la  série  d'équations  : 

Dn  "m  -4-  D,|  «•,,  -t-  D:,,  «.),  =  O, 
D|,   «IÎ+  I>2l«22-hD3,    «3,=  O, 

D|,  K,3  H-  D..,  Un  4-  Dj,  «33  =  o; 
D,2«i,  +  D2,  K„H-D3,«3i  =  o, 

Du?/,,  H-   Do2«,2+D32   «32=   r>, 

D,.,  «n  +  1^2  1  «2.1  H-  D33  Ihi  =:  o  ; 

D,,,  «n  +  D,3  «21  H-  D33  «31  =  o , 

D,:,  «,,  +  D23  «22  +  D33  «32  =  o  , 
D,3  «13   +   D..3  «23  H-  D33  «33   =  D- 


(  4oi  ) 

Comme  Ion  suppose  que  D  est  idenliquemenl  nul, 
tous  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  nuls  ;  de 
sorte  que,  si  l'on  regarde  les  quantités  Du  5  D21  ,  etc., 
comme  inconnues,  on  aura  trois  systèmes  d'équations 
dans  lesquels  les  coefficients  des  inconnues  sont  les  mêmes: 
par  suite,  leurs  valeurs  sont  proportionnelles.  Désignant 
par  P  une  expression  algébrique  de  degré  1  [m  —  2), 
c'est-à-dire  de  même  degré  que  les  dérivées  Du  jDji,  etc., 
et  «1 ,  «2 ,  3f3  trois  constantes,  ou  pourra  poser 

D,,=  a,  P;      Dj,— a,  P;      D,,  =  a,  P; 
il  en  résulte 

a\  a->  a-,  „  'x\ 

a,  a,  ai 

D'après  le  principe  des  fonctions  homogènes  , 

«Il  ^,  -h  Mi3  JTj  -f-  W,3  J";,  =  (w  1)  "1  > 

M,i  JT,   +  U-i-iXi  -+-  Kn-X^  ^=(7/1  1)  «2, 

«3,  ^1  4-  MajOTjH-  «3j^3:=  (ni  —  l)  1I3. 

Je  multiplie  la  première  équation  par  D,, ,  la  seconde  par 
D18,  la  troisième  parDjs,  puis  j'ajoute ,  en  ayant  égard 
à  notre  système  d'équations  écrites  ci-dessus  , 

Dx,  =  [m—  i){^n  «1-1-  D,j«i  -h  D|3  Mj)  --:  o. 

Mettant  ici  à  la  place  des  dérivées  de  D  leurs  valeurs  en 
fonction  de  P,  on  trouve 

a,  K|  -f-  a,  Ui  -+-  «j  «3  =  O. 

Cette  démonstration  s'applique  d'elle-même  à  la  ques- 
tion 286,  de  sorte  que  l'on  peut  énoncer  ce  théorème: 

Anr,.   de  Maihcmat. ,   1.   Xlll.   (Novembre    iSS^.)  26 


(    402     ) 

u  ^=  o  étant  Vèquation  rendue  honiogcne  d'une  sur- 
face de  degré  m  entre  quatre  vaiiables ,  si  le  détermi- 
nant de  la  Jonction  est  identiquement  nul,  Vèquation 
représente  un  cône.  c.   q.   f.   d. 

SOLITION  DES  QIESTIONS  285-286 

v7oir  t.  XII,  p.  44i;  ; 

Par  m.  François  BRIOSCHI, 
Professeur  à  l'Université  de  Pavie. 


Je  me  propose,  dans  cette  ]Note,  la  démonstration  des 
théorèmes  suivants  : 

u  =  o  est  l'équation  rendue  homogène  d'une  courbe 
plane  de  degré  m  entre  trois  coordonnées  linéaires. 

1°.  Lorsque  le  déterminant  (Hessiejn)  A  de  la  fonc- 
tion u  est  identiquement  nul,  l'équation  représente  un 
faisceau  de  m  droites. 

a*'.  Les  points  d'intersection  des  courbes  représentées 
par  les  équations 

//  =  O  ,  A  r=  G  , 

sont  des  points  d'inflexion  ou  des  points  doubles  p^ur 
la  première  courbe. 

V :=.  o  est  l'équation  rendue  homogène  d'une  courbe 
plane  de  la  classe  n  entre  trois  coordonnées  tatigen- 
ticlles  (*) 


(*)  Rappelons  que  -,—  étant  les  coordonnées  à  l'origine  d'une  tangente 


à  une  courbe,  une  équation  entre  «,  et  r,  de  degré  n  est  l'équation  de  la 
classe  «;  on  la  rend  homogène  en  écrivant  —'i  -  au  lieu  de  .', ,  r.  ;  le  v  est 
relatif  à  cette  sorte  d'équations.  Tm. 


(  4<>3  ) 

S*'.  Lorsquele  délerminant  \j  delà  fonction  w  est  iden- 
tiquement nul ,  V équation  représente  des  points  situés 
sur  une  même  droite. 

4°.  Les  points  d'intersection  des  courbes  représentées 
par  les  équations  1^  =  0,  y  =  o  sont  des  points  de  re- 
broussement  pour  la  première  courbe. 

u  =  o  est  l'équation  rendue  homogène  d'une  surface 
de  degré  m  entre  quatre  coordonnées  linéaires. 

S''.  Lorsque  le  déterminant  A  de  cette  fonction  est 
identiquemejit  nul ,  l'équation  représente  un  cône. 

6'^.  La  ligne  d'intersection  des  surfaces  représentées 
par  les  équations  u=o,  A  =  o  est  une  ligne  d'in- 
flexion [ligne  des  points  paraboliques),  pour  la  pre- 
mière surface. 

i^  :=  o  est  l'équation  rendue  homogène  d'une  surface 
de  la  classe  n  entre  quatre  coordonnées  planaires. 

7°.  Lorsque  le  déterminant'^  de  cette  fonction  est  iden- 
tiquement nul,  r équation  représente  une  courbe  plane. 

8°.  La  ligne  d'intersection  des  surfaces  représentées 
parles  équations  p»  =  o  ,  y  =  o  est  une  ligne  de  rebrous- 
semcnt  pour  la  première  surface. 

Soit  i/ une  fonction  algébrique,  entière  et  rationnelle, 
du  degré  m  des  variables  Xi ,  jTo,  ... ,  x,..  Si  l'on  rend  ho- 
mogène l'équation  a  =  o  en  posant,  au  lieu  des  variables 

or, ,  Xf,---  ■,  Xr.,  les  rapports  —5  —  ?  •  •  • ,  -^,  et  en  multi- 

pliant  parx'^',  alors  un  théorème  d'Eulcr,  très-connu, 
nous  donnera 

[m   —  l)«i  =  X„  if  1,0  -f-X|  //,,,+  .   .   .+  J-^Wl   r, 


(0 


m  I  )  Ifr  =  .^0  lCr,o  4-  X,  llr,  i  +  .   .  .  +   X,.  U r 

mu  z=  jTo  11^     -+-  JT,  M,  +  .  .  .  -H  .r,.  u,  , 


26. 


ou 


{  4o4  ) 


du 


dxi  dx, 


Ces  formules  donnent  le  moyen  de  transformer  le  déter- 
minant suivant  : 


H 


«r,         Wr.i  5         «r,2,.--,         "r,r 


G  ,  K, 


«r 


En  effet ,  ce  déterminant  peut  s'écrire 

[m  l)  «I  ,  «l.H  «l,î,--   ,  «l,r 

(ot   l)«2»  "2,15  «2,2,..-,  «2,r 


H  = 


o,        « 


«r,2,..-, 
«2  ,  . . .  , 


«r.r    . 


et  comme,  en  ajoutant  respectivement  aux  éléments  de 
la  première  colonne  ceux  de  la  deuxième  multipliés  par 
—  Xi ,  ceux  de  la  troisième  multipliés  par  — .Tj,  etc., 
la  valeur  du  déterminant  H  ne  change  pas ,  et ,  ayant 
égard  aux  équations  (i) ,  on  aura 


•^ù  "1,0  5 

I 

JTo  Hj,o  , 

m  —  1 

X,  Ur,,  , 

Xo  «j —  mu 

"r,t  ,         Wr,2 


«r 


(  4o5 


c'est-à-dire  ; 


Ei  = 


'•Ijl  5  "1,2  5  •  •  •  >  "■!, 


Mj,l  j         "2,î  5  •  •  •  5         Wi,r 


«r.lj         «r,î 


VI         "r.r 


-^ 


J'observe  que  le  second  de  ces  deux  déterminants  est  égal 
au  suivant  : 


"v.o  : 


OU,  eu  répétant  1  opération  indiquée  ci-dessus,  en  ayant 
soin  toutefois  de  substituer  les  lignes  aux  colonnes,  on 
aura 


''j.O  5  "2,1  5  •  •  •  5 


'/2,r 


«r,0,         «,,1 


"or 


'0,0  5  "Ojl  )  •  •  •  7 


et ,  par  conséquent . 


{■2)  H 


1,1  j        "-1,2  }•  •  •)        "-(.r 


«2,1,        Mj.Jj-'j        «2,r  .  ,  3-, 


«r.i,         «,-.2,.-V         «r,rt 

Analoguement,  si  ^  est  une  fonction  algébrique  entière 


(  4o6  ) 
rationnelle  de  degré  n  des  variables  :r, ,  z., ... ,  z^^  et  si 
Ton  pose 


R  = 


'I  J  '1,1  )  "1,5  >  •  •  •  J  •  l,r 

''^>         «'2,1,         «^2,2>---,         f'j.r 


r.?  5  •  •  •  >         «-r.r 


K=  — 


■  1,1  » 


'V,-^v 


'-■''(V±n.- 


Les  déterminants  A  et  y  sont  respectivement  des  degrés 
(/•H-i)  [m —  2)  et  (/'-t-i)  ('/  —  1). 

Je  suppose  les  vai^iables  jTo  ,  Xj , . . . ,  x,.\  ^0 1  ^j , . . . ,  ^:, 
liées  par  les  deux  systèmes  d'équations 


(3) 


V^  r^  Xi 


r,.  =  X,. , 


En  prenant  la  dérivée  de  chacune  des  équations  du  pre- 
mier système  selon  .To,  Xj,...,  .r, ,  en  ayant  égard  aux 
équations  du  second  système,  on  aura  (7+1)*  équations, 
lesquelles  peuvent  se  déduire  des  deux  suivantes  : 


<'5,0«i,0-+-''i.l    'h.X 


V^^r  li,^r^=    ' 


«'5,0  «,-,0  4-  ^H  «i-.i  -H  .      .  +  ''.,,•  tl,,r  =  O  , 


eu  posant  s  et  i 
donnent 


o,  1,2, 


;•.   Ces  équations  nous 


(4)      ^  ^v  =  i, 

et,  à  cause  des  équations  (3),  on  a,  pour  toutes  les  va- 


(  4o7  ) 
leurs  de  Xq^  x,  ,...  ,  x,.  et  de  z^,  Zi  ,..j ,   z,.  qui  satisfonl 
aux  équations  u  =  o ,  w-  =  o  ,  la  suivante  : 

J'observe  que  si  le  déterminant  Hessicn  A  est  identique- 
ment nul,  on  a,  par  l'équation  (2), 


/W  l)  U,  ,         Ur,\  , 


identiquement,  et  l'équation 


est  elle-même  homogène.   Analoguement  si  y  r^  u  iden- 
tiquement, l'équation 

est  homogène. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  jti  ,  j^,,...,  x,.  qui  satisfont 
à  l'équation  «  r=  o ,  et  rendent  H  — ;  o ,  on  a  A  =  o. 

applications  géométriques .  Si  l'on  suppose  /'=:  2  et 
A  =  o  ou  y  =  o  identiquement,  les  équations 

a  [x, ,  .r, )  =  o ,      p  (.r, ,  .r, )  =  o  , 

sont  homogènes ,  et  l'on  a  les  théorèmes  i*"^  et  3''. 

Si  1  on  suppose  p-  =  3  et  A  ^=  o  ou  y  =  o  identique- 
ment, les  équations 

m(xi,  j:,,  JTj)  =  0,      t'(a7,,  .i-o,  .r,,)  =  o, 
sont  homogènes,  et  l'on  a  les  théorèmes  5*  et  ']''  (*). 

("^   I'li'CKIOB,  System  dcr  Geomclrie  des  llounns,  ji     i  7 


(  4o8  ) 
Eu  désignant  parR  le  rayon  de  courbure  d  une  courbt 
plane  représentée  par  l'équation  m  =  o,  on  a 


^--— H 


Aux  points  d'inflexion  de  celte  courbe,  on  a  R  =  oc  ,  pai- 
conséquent  H  =  o  ,  et 


(5) 


Cette  équation  représentant  une  courbe  plane  du  degré 
3  [m —  2),  les  points  d'inflexion  de  la  proposée  seront, 
en  général,  Zni  [m  —  2).  Aux  points  doubles  de  la  courbe 
îi  =  o  ,  on  a 

«,  =  0,      «2  =  0; 

par  conséquent  H  =  o,  et  l'équation  (5  )  aura  lieu  aussi 
pour  ces  points  (tliéorème  1^)  (*). 

Aux  points  de  rebroussement  de  la  courbe  i^  =  o  ,  on  a 
R  =  o,  par  conséquent  H  =  ce  et  A  =  ce  ,  ou,  en 
ayant  égard  à  l'équation  (4)  , 


('. 


u,o  »         '  u.i  »        '0,1 
1,0  )        ''1,1  1        ''1,2 

2,<l  1  ''3,1    J 


i'l-2 


Cette  équation  du  degré  3  [n  —  2)  représente  une  courbe 
plane,  et  les  points  de  rebroussement  de  la  proposée  qui, 
en   général,  seront  en  nombre  3n  («  —  2),   seront  les 


(*)  Voyez  l'excellent  Traité  de  M.  Salmon  ,  On  the  higher  plane  cnives, 
pnge  -•!. 
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points  dintersectioii  de  cette  courbe  avec  la  courbe  u  =  o 
(théorème  4")  (*)■ 

On  doit  se  rappeler  que  les  équations  u  =  o ,  w  =  o 
représentant  une  même  courbe,  on  a 

n  =:i  nt  [m  —  i ) . 

En  dénotant  par  R, ,  Rg  les  rayons  principaux  de  cour- 
bure d'une  suifuce  //  =  o ,  on  a 

(k'  +  ni  -f-  u\Y 
H 

Si  l'un  d(^s  deux  rayons  est  infini ,  on  a  H  =  o ,  par 
conséquent  A  =  o.  Cette  équation  représente  une  surface 
du  degré  4  ("^ —  2),  et  la  ligne  d  intersection  de  cette 
surface  avec  la  surface  «  =  o  sera  une  ligne  d'inflexion  ou 
ligne  des  points  paraboliques  pour  cette  surface  (théo- 
rème 6")  ('*'*). 

Si  l'un  des  deux  rayons  est  nul ,  ou  a  II  =  oc  ;  par  con- 
séquent, y  =  o.  Cette  équation  représente  une  surface 
de  la  classe  /\  [n  —  2) ,  et  la  ligne  d'intersection  de  cette 
surface  avec  la  surface  j^  =:  o  sera  une  ligne  de  rebrou s- 
sement  pour  cette  dernière  surface  (théorème  8^). 


SIR  LA  CONSTRUCTION  APPROCHÉE  DU  PENTAGONE  RÉGCLIER 
DITE  DE  DIRER  (ALBERT). 


On  sait  que  l'illustre  artiste  était  géomètre,  et  a  publié 
en  iSaS  l'ouvrage  suivant  :  ÏJnderweysiuig  der  Messimg 


{*)  Journal  àc  d'elle,  18/19.  Veher  curven  diittcr  Classe  und  cuivi  n  dril- 
terOrdiiung,  von  lier.  prof.  Hessc. 

(**)  GeuoonnE,  Annales  de  Mathématiques ,  tome  XXI,  page  233. 

The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal ,  18/(8-18.^9,  On  the  con- 
dition ihat  a  plane  ei  On  the  triple  tangent  planes,  etc.  U)  M.  Salmon. 
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mit  dem  Zirckel  and  Richtscheyt ^  in  Linien,  Ebeneîi 
und ganzen  Coï'poren ,  dwch  Albrecht  Durer^  zusani- 
mengezogen  und  zu  nutz  aller  hunstlie.bhabendeii ,  mit 
zugehorigenFiguren  in  truchgerbrachtimjar.M.D.X.X. 
C'est-à-dire  :  Instruction  sur  le  mesurage  avec  le  com- 
pas et  la  règle ,  en  lignes ,  surfaces  et  corps  entiers , 
réunie  par  Albert  Durer,  pour  l'utilité  de  tous  les  amis 
des  arts,  et  imprimée  avec  les  figures  convenables.  Nu- 
remberg, i525.  Cet  ouvrage  a  été  traduit  en  latin  en 
i535  ,  et  imprimé  à  Paris  par  Christian  Wechel.  Kàstner 
donne  une  analyse  détaillée  de  l'oxnginal  (  Hist .  des 
Math.,  tome  I,  page  684 U  ^^  ^I-  Chasles  de  la  tra- 
duction (^Hist.  des  Méthodes ,  page  53o), 

On  trouve  dans  cet  ouvrage  de  Durer  la  construction 
empirique  du  pentagone  régulier  que  nous  avons  rappor- 
tée (p.  190). 

Le  Père  Clavius,  jésuite,  démontre  dans  sa  Géométrie 
pratique  (*)  que  ce  pentagone  est  équilatéral ,  mais  pas 
équiangle.  Deux  angles  sont  de  107°  2';  deux  autres  de 
loS*^  22',  et  le  cinquième  de  109°  12':  dans  le  vrai  pen- 
tagone régulier,  chaque  angle  est  de  108  degrés. 

Dans  beaucoup  de  circonstances,  cet  à  peu  près  sutEt. 

QIESTIOXS  DE  MAXIMIM 

Proposées  par  M.  N.    CIRIER, 

Typofjraphe-Correcteur. 


1.  PR0BLi:ME.  Construire  un  cône  de  rév'olution  dont 
V arête  est  donnée  de  longueur ,  et  dont  le  volume  est 
un  maximum. 


C)  Christophori  Clavii  Damhergensis  e  Societale  Jcsu  Geomelria  praclica  ^ 
Moguiitiw,  160G.  In-,),  lib.  \IlI,prop,  29,  page  36o. 
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Solution.   Soit  a  la  longueur  de  1  arèle.  Le  rayon  delà 

base  est  — 5— •  et  la  hauteur  est  -  \jli  dans  le  cône  à  volume 

maximum. 

Observation.  La  hauteur  étant  moindre  que  le  rayon  de 
la  base,  un  cornet  en  papier,  de  cette  forme  ne  se  main- 
tiendrait pas. 

2.  Problème.  On  donne  un  rectangle  de  base  h  et  de 
hauteur  hj  on  mène  deux  parallèles  aux  petits  côtés  et 
deux  parallèles  aux  grands  côtés:  de  telle  sorte  que  le 
rectangle  soit  partagé  en  un  rectangle  central ,  quatre 
rectangles  latéraux  et  quatre  carres  aux  angles.  On  fait 
faire  un  quart  de  révolution  aux  quatre  rectangles  laté- 
raux ^  et  ils  deviennent  les  quatre  faces  d'un  paralléli- 
pipède  rectangle.  Quelles  doivent  être  les  dimensions  de 
ce  parallélipipède  pour  que  son  'volume  soit  un  maxi- 
mum  ? 

Solution.  Soit  x  la  hauteur  de  ce  parallélipipède;  les 
deux  autres  dimensions  seront 

b  —  2  X ,       h  —  lx; 

il  faut  donc  rendre  un  maximum 

X  [b  —  ix)  [h  —  2  a;  "1. 
La  méthode  connue  donne 

^  ==  ^  [Z»  +  /i  d:  sjb'—  bh  -h  /?  ] , 

b  ~2.x  =  -[2  b  —  /iz^  sjb'—  bJr-+l?\ , 
/i  —  2j:  =  -[2/i—  t»qp  \lb-  —  bli  +  lr\ 

Pour  le  maximum ,  il  faut  prendre  les  signes  inférieurs, 
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le  radical  devient  rationnel  eu  faisant 

b{\  +  2/7?) 

n  — — , 

I  —  ni^ 

h  /  I  H-  2  ni 


b  \   I  -f  m 

ni  est  un  nombre  quelconque. 

Observation.   Ces  deux  problèmes  ont  des  applications 
dans  le  cartonnage. 


ARITIIMOLOGIE. 
THÉORÈME  SIR  XM  ÉQUATION  Dl  SECOND  DEGRÉ  5 

Par  m.   LEBESGUE. 


i .  Lemme.  Tout  noinhre  de  hi  forme  ^n  -\-  1  est  dé- 
composahle  en  trois  carrés  (  uoir  Legekdue  ,  Théorie  des 
Nombres ,  "i."  édition,  tome  I,  page  398). 

Observation.  Ce  théorème  est  énoncé  par  Euler  dans 
une  lettre  à  Goklbacli,  datée  de  Berlin,  25  juin  1748 
[Corresp.  math,  et  physique,  tomel,  page  448).  H  ajoute 
qu'il  a  vérifié  c[ue  tout  nombre  de  la  forme  ^n  -\-\  ou  de 
la  forme  4^^-1-2  est  la  somme  de  trois  canx%  (zéro  non 
exclu);  mais  qu'il  n'a  pas  pu  encore  en  trouver  la  dé- 
monstration. On  la  doit  à  Legendre  [Hist.  de  VAcad. 
de  Paris,  1785,  page  5o7  ;  voir  aussi  Disquisitiones 
arilhrneticœ ,  page  5o4). 

2.  TuÉouÈME.  N  étant  un  nombre  entier  positif,  on 
peut  toujours  satisfaire  à  Véquation 

4  iiin  —  m  —  Il  -\~  x''-  ■{- y"^  -\- y  =  N.      (Euler.  ) 

Démonstration.   Cette  équaiion  peut  se  mettre  sous  la 
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forme 

[2  (/«  4-  «)  — ip— 4("'  —  «)'+  4-^'-t-(2j  +i)'  =  4N-f-2; 
d'où 

[2(//j  4-  «)~i]M-4-^'  +  (2j-f-i)'=4[N  +  («^  — //)']  +  2. 

Le  membre  à  droite  est  de  la  forme  4/^  +  2;  donc,  d'a- 
près le  lemme ,  il  est  décomposable  en  trois  carrés  dont 
l'un  doit  être  évidemment  pair. 

SUR  Wm  SIRFACE  DIJ  TROISIÈME  DEGRÉ  QrOK  REXCOXTRE 
m  MÉCVNIOIE. 


Soit  l'équation  d'une  surface  du  troisième  degré 

(x+j)  [x -+■  z)  {z  ~h  x)  —  c'{x-i-j)  —  a'{y-i-z) 
—  b-  (  z  -+-  j;)  —  2  abc  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(j;+j)(.rj  — c-)+(j  +  z){xz  —  rr-)-\-{z-i-x)  [xz  —  b') 

—  2  (  abc  —  xyz  =  o  ; 

elle  est  satisfaite  en  posant 

xj  =^  c%     yz  =  rt',     zx  =  Z»', 
d'où 

bc 


en 
ah 


Si  l'on  a 

xy'>c\     J2>«>     zx^b', 

les  coordonnées  ne  peuvent  être  siiuuliauément  réelles. 


Si  l'on  a 


/m4  ) 

2  nb( 


•r  =  3  — •  o ,     y  = 
j  =  3  =  o ,      .r  = 


rt--}-z»' 

et  nhc 

fl^  +  c^ 

2  abc 

le  plan 


-H  j-  +p  =  o, 


on  p  est  une  constante,  coupe  la  surface  suivant  une  hy- 
perbole équilalère. 

Obseivatioji.  Cette  équation  est  l'objet  d'une  de  ces 
excellentes  Notes  dont  M.  J.  Bertrand  a  enrichi  la  3''  édi- 
tion de  la  Mécanique  analytique  (tome  I,  page  4^7)  (*)• 
C'est  un  travail  accompli  avec  science  et  conscience; 
synthèse  indispensable  chez  un  éditeur,  et  qui  devient 
très-rare,  a  A  une  époque  où,  sauf  quelques  honorables 
»  exceptions,  la  publication  d'un  livre  est  une  opération 
»  purement  mercantile,  où  les  Traités  des  sciences  sur- 
»  tout ,  taillés  sur  le  même  patron ,  ne  diffèrent  entre  eux 
))  que  par  des  nuances  de  rédaction  souvent  impercep- 
»  tibles,...,  on  accomplit,  je  crois,  un  devoir  en  diri- 
»  géant  l'attention  des  commençants  vers  les  sources  oi'i- 
»  ginales.  »  C'est  ce  qvie  disait  Arago  en  i83i,  dans  son 
élogede  Volta  [Mém.  deV  Acnd.  des  Sciences ,  tome  XII, 
page  73).  M.  Bertrand  s'est  pénétré  de  ce  devoir  en  repro- 
duisant un  chef-d'œuvre  de  philosophie  mathématique, 
brillant  par  l'unité  de  pensée,  de  plan  ,  de  méthode.  Sans 
doute,  dans  un  ouvrage  de  si  haute  portée,  de  si  longue 
haleine,  on  s'aperçoit  dans  un  petit  nombre  d'endroits 
que  le  génie  deLagrange  est  celui  d'un  homme.  Ces  inad- 

(*)  On  lit  une  éloquente  analyse  de  cette  édition  dans  Y Athenœum Jran- 
çrti5  du  Q7  août  i853,  par  M.  Alfred  Maiiry  ,  sous-bibliotliécaire  à  l'In- 
stitut 
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vertaiices  sont  éminemment  instructives ,  lorsqu'elles  sont 
signalées  et  rectifiées  par  des  géomètres  tels  que  Poinsot, 
Binet,  Bertrand.  C'est  ainsi  que  dans  Euclide  même, 
dans  cet  autel  élevé  à  la  logique  géométrique,  on  ren- 
contre cette  grande  inadvertance,  cette  confusion  des  so- 
lides égaux  par  superposition  et  par  symétrie ,  inadver- 
tance qu'Euler  a  si  richement  réparée.  Il  faudra  toujours 
en  revenir  à  ces  grands  maîtres,  car  «  en  fait  de  mathé- 
»  matiques,  il  n'y  a  à  profiter  que  dans  les  méthodes  et 
»  les  livres  qui  ne  consistent  qu'en  détails  ou  en  propo- 
»  sitions  particulières,  ne  sont  bons  qu'à  faire  perdre  du 
»  temps  à  ceux  qui  les  font  et  à  ceux  qui  les  lisent,  n 
[^Atialyse  des  Infiniment  petits ,  préface  (  *)•  j 

C'est  en  1699  que  L'Hospital  faisait  cette  observation  , 
et,  en  1854  5  c'est  vers  ces  boutiquiers  en  détail  qu'on 
veut  pousser  la  jeunesse ,  et  qui  y  perdra ,  outre  le  temps, 
l'aptitude  aux  raisonnements  abstraits,  longuement  en- 
chaînés, l'aptitude  aux  profondes  méditations. 

NOTE  SIR  LES  SECTIONS  TORIQUES; 

Par   m.   GARLIN. 

Docteur  es  Sciences. 


M.  A.  Serret  a,  le  premier,  fait  connaître  la  véritable 
nature  des  sections  toriques  parallèlement  à  l'axe  [Jour- 
nal de  Mathématiques ,  tome  VIII,  page  49^,  i843).  Je 
vais  parler  ici  d'une  propriété  qui  ne  se  trouve  consignée 
nulle  part,  à  ce  que  je  sache.  Elle  consiste  en  ce  qu'en 
coupant  un  tore  déterminé  par  un  plan  parallèle  à  l'axe, 
la  courbe  d'intersection  est  la  même  que  celle  qu'on  ob- 

(")  Une  Note  de  M.  Bertrand  sur  les  équotions  de  Hamilton  est  devenue 
le  sujet  d'une  belle  thèse  doctorale  de  M.  AUVed  Lafond  sur  laquelle  nous 
ivous  proposons  de  revenir 
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lient  en  cherchant  le  lieu  géométrique  des  sommets  des 
angles  quelconques  circonscrits  à  une  certaine  ellipse, 
dont  il  est  facile  de  déterminer  les  éléments.  Et  récipro- 
quement, la  courbe  du  lieu  des  sommets  des  angles  quel- 
conques circonscrits  à  une  ellipse  déterminée,  peut  être 
obtenue  en  coupant  un  tore  dont  on  détermine  les  élé- 
ments, par  un  plan  dont  on  assigne  la  position. 

Pour  le  faire  voir,  rappelons-nous  que  l'équation  du 
tore  est  l'équation  du  quatrième  degré 

R  étant  le  rayon  de  la  circonférence  génératrice,   d  la. 
distance  de  son  centre  à  Taxe  de  révolution,  et  l'origine 
des  coordonnées  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  centre  sur  l'axe. 
Soit 

J  =P 
l'équation  du  plan  sécant  j  la  courbe  d'intersection  qui  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  XZ  a  pour  équa- 
tion ,  dans  ce  plan , 

J(ar'  4-  z-)-+  2{/P—  (P  —  R-)  .r^  -h  i  [jr  -+-  d-  —  R'^jz' 

Or  la  courbe  relative  aux  sommets  des  angles  a.  cir- 
conscrits à  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  è ,  a 
pour  équation,  en  posant  tang  a  =  K, 

Supposons  d'abord  qu'on  connaisse  a  ,  Z>  et  a.  Il  s'agit  de 
voir  si,  par  Tidentification  des  équations  (i)  et  (2),  on 
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peut  trouver  des  valeurs  réelles  et  finies  pour  les  éléments 
</,  R  et  y? ,  relatifs  au  tore  et  au  plan  sécant. 
Les  équations  de  l'identification  sont 

2  r/' 
(f  -I-  R'  —  fr  =  fl'  -h  b^  -\-  --    , 

^  ,  ,         9.  b' 


Retranchant  la   deuxième   de  ces   équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve 

a-  —  b"- 


Ainsi  en  posant,  comme  d'ordinaire, 
«-  —  /;-=  c% 

la  distance  de  l'axe  de  révolution  au  centre  du  cercle  gé- 
nérateur sera  égale  à  c  cotang  oc. 

La  deuxième  et  la  troisième  équation  donnent 

b' 
'         c  sin  a 

la  position  du  plan  sécant  est  ainsi  déterminée. 

D'ailleurs  la  première  équation  donne,  pour  le  rayon 
delà  circonférence  génératrice,  en  y  substituant  les  va- 
leurs déjà  trouvées, 

R  =  —  —  . 

csm  a 

Réciproquement,  le  tore  étant  défini  davance,  ainsi  que 
la  position  du  plan  sécant,  les  trois  éfjuatiuns  de  1  iden- 
tification servent  à  déterminer  les  dimensions  de  1  ellipse 
et  l'angle  a. 

Ann.   Je  Miitht'-mat . ,  t.  XI II.   (^ovcnlbr(;    lS?>/).)  2J 
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En  particulier,  si  Tangle  est  droit,  le  tore  est  remplact* 
par  la  sphère ,  car  rZ  =  o  ;  et  les  valeurs 

p  =  -^  R  =  — î 

c  c 

fout  couuaitre  le  rayon  de  cette  sphère ,  et  la  position  du 
petit  cercle  égal  à  celui  du  lieu  géométrique. 

L'équation  (2)  du  quatrième  degré  à  puissances  paires 
n'est  pas  décomposable ,  en  général,  en  facteurs  du 
deuxième  degré.  On  s'en  assure  en  identifiant  le  premier 
membre  au  produit  de  deux  polynômes  du  deuxième  de- 
gré en  X  et  ;^^ ,  et  Ton  voit  que  l'on  n'a  de  coefficients  réels 
pour  ces  polyuômes  que  quand  «  =  è ,  c'est-à-dire  quand 
l'ellipse  devient  un  cercle.  Alors  on  trouve  deux  circon- 
férences pour  le  lieu 5  l'une  se  rapporte  à  l'angle  donné, 
et  l'autre  à  l'angle  supplémentaiie.  C'est  elFectivement  ce 
que  l'on  trouve  quand  on  traite  directement  la  question 
pour  le  cercle.  On  peut  encore  démontrer  l'impossibilité 
de  la  décomposition  en  facteurs,  en  résolvant  l'équation 
par  rapport  à  z,  et  cherchant  alors  la  condition  pour  que 
la  quantité  placée  sous  le  radical  soit  un  carré  parfait. 

Noie.  Pour  l'hyperbole  équilatére,  le  lieu  des  sommets  des  angles  égaux 
circonscrits  est  une  cassinoide.  MM.  William  Roberts  et  Tortolini  ont 
publié  ,  sur  cette  courbe  ,  de  belles  études  qui  se  rattachent  aux  fonctions 
elliptiques.  {Journal  de  Liouville  et  Baccolta  scientifica.)  Lorsque  /;  =  K 
sans  que  d  soit  nul,  l'identification  devient  impossible.  Un  cas  spécial  est 
celui  où  p  z^  d  —  R  ;  l'équation  (j)  ne  se  rapportant  qu'à  l'ellipse,  n'est 
pas  assez  générale.  Tu, 


TT  EXPRIME  EN  333  CHIFFRES. 

I  Arch.  de  Mathénutiijues  de  Gruncrt ,  t.  XXI,  p.  119;  i853.) 


Le  professeur  Richter,  à  Elbing,  a  fait  ce  calcul.  Le* 
200   premiers    chiffres  sont    les    mêmes    que  ceux   de 
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M.  Dahse  (tome  IX,  page    12)  qui  sont  ainsi   vérifiés. 
Voici  les  i33  nouveaux  chiffres  : 

44288  10975  66593    34461  28475  64823  37867  83.65 

27120  19091  45648    56692  34603  48610  45432  66482 

i33g3  60726  02491    4'273  72458  70066  o63i5  58817 

4881 5  20920  098...' 

D'après  ce  calcul,  les  56  dernières  décimales  de 
M.  Piutlierfoi'd  ne  sont  pas  exactes  (tomeX,  page  198). 
Dans  ces  i33  nouveaux  chiffres,  les  'jZ  premiers  sont 
vérifiés  par  un  travail  de  M.  le  professeur  Lelimann,  à 
Postdam  [Arch.  de  Math. ,  tome  XXI,  page  iSgj  i853). 

Ainsi  2^3  chiffres  sont  contrôlés. 

Ce  Mémoire  de  M.  Lehmann  est  très-remarquable,  le 
plus  complet  qui  existe  pour  le  calcul  de  7:;  on  y  trouve 
celte  curieuse  observation  :  Si  l'on  voulait  calculer  le  vo- 
lume d'une  sphère  ayant  pour  rayon  un  trillion  de 
milles  (*),  éloignement  de  la  nébuleuse  la  plus  éloignée 
observée  jusqu'à  ce  jour  d'après  l'estimation  de  Herscliell, 
et  calculer  avec  une  exactitude  telle,  c[ue  l'erreur  soit 
moindre  que  la  plus  petite  grandeur  microscopique, 
moindre  qu'un  cube  d'un  deux-millionième  de  pouce 
de  côté,  il  suffirait  de  prendre  tt  avec  90  décimales. 

Que  devient  en  comparaison  l'arénaire  d'Archimède? 

Ludolf  van  Ceulen  a  calculé  ses  35  décimales,  sans 
séries,  à  la  manière  d'Archimède,  par  des  extractions 
successives  de  racines  carrées. 

Sharp,  Machin  et  Lagny  se  sont  servis  de  la  série 

.  =  6arctaDgy/|  =  v/"^(.-3^^+3^-3^- 

M.  Lehmann  trouve  que,  pour  avoir  tî  par  cette  série 
avec  100  décimales  exactes,  il  faut  207  termes,  chacun 

(*)  Le  mille  d'Allemagne  est  de  deux  lieues  etiviion. 
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avec  io3  décimales.  Lagny  a  trouvé  127  chiffres.  Il  fau- 
drait calculer  263  termes,  chacun  avec  i3o  décimales-, 
mais  il  parait  ([ue  Lagny  a  trouvé  les  i~  dernières 
décimales  à  l'aide  d  un  artifice  qu'on  ne  connait  pas. 
M.  Lehmann  conjecture  qu'il  a  fait  usage  d'une  partie  de 
la  série  négligée  par  Machin;  savoir  ; 

1  ,_1'^.JL    ,    4'5    4'7     t 

v^    J       4'7  3'      417  4'9  ^' 
3-.4'5J    _4l5_4i7  .4i9.1_^ 
i         4'7    4 '9    4^ '    3' 
Convertissant  cette  série  en  une  autre  plus  convergente, 
Lagny  a  pu  se  servir  de  cette  expression 

I  T  I 

6  .6        o-.o        3  .7 

,        2      [      ^_    4      ' 
s/3     )'^4'7T"^4T^'4^'4^I 

3-<«.83o  i  2461 

-+-7— -T^'T -+. 

l      4'7  419  42-  4 

et,  par  un  calcul  très-compliqué,  M.  Lehmann  trouve 
qu'il  faudra  calculer  219  ternies,  chacun  avec  i3o  dé= 
cimales,  pour  obtenir  7:  avec  127  chi Ares  exacts;  ainsi 
on  aura  à  calculer  44  termes  de  moins  que  d  après  la  pie- 
mière  série.  On  a  obtenu  cette  réduction  en  réduisant  les 
56  derniers  termes  de  263  à  12  termes.  L'auteur  se  pro- 
pose ensuite  cette  question  :  Où  faut-il  s'arrêter  dans  le 
développement  de  la  série  générale  pour  réduire  le  calcul 
au  moindre  nombre  de  termes.  Il  applique  ces  considé- 
rations à  ces  expressions  de 


=  4  (  arc  tang h  arc  tang  ^  +  arc  tang  -  1 

==  b  tang  arc  x  +  4  'i''^-  '^'^"^  ~ 

7 

=  4  (  ^^^  *^^"S  — ^  ^^^  f^"?  o 
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On  a  la  formule  ordinaire 

r  I  I 

arc  tanir  o  z:^  o  —  -  œ'  4-  p  «j^  -f  .  .  .  H tp'î-'-i-... , 

^  '        '       3  5  27  —  I 

en  tout  q  termes. 

L'auteur  convertit  les  /"derniers  de  ces  q  termes  eu  une 

autre  série  convergente,  et  trouve 

I  I 

arc  tang  '^  =  <p  —  -  ^'  H-  ^  o*  —  R, 

1  + 


?,ry  — ?v-f-i        (  +  y 


27  —  2r  -f-  3     I  H-  v'- 

JJ— 2r-t-i   1 

2.4 


(-î-y  — 2r+3)(27  — 2r-i-5 


/     f    ^ 
\l-ro', 


INous  ne  pouvons  pas  suivre  l'auteur  dans  ses  calculs 
qui  remplissent  une  trentaine  de  pages.  Nous  devons  nous 
contenter  de  savoir  que  M.  Lelimann  indique  combien 
il  faut  prendre  de  termes  pour  avoir  successivement  les 
nombres  de  Ludolf,  Sharp,  Machin,  Lagny /Yega  ,  Dahse 
et  les  y3  premiers  chiiïres  de  M.  Richter^  d'autres 
moyens  sont  indiqués  pour  passer  plus  loin.  Nous  ne 
connaissons  pas  de  meilleure  étude  sur  les  méthodes  d'ap- 
proximation dont  il  est  maintenant  si  souvent  question. 

2.  En  i852 ,  une  brochure  in-4  de  10  pages  a  été  pu- 
bliée à  Besançon  sous  le  litre  :  Démonstration  de  V im- 
possibilité de  rectifier  exactement  la  circonjérence  du 
cercle,  par  jNuma  Boyé,  ingénieur  des  Mines,  ancien 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique  (*). 

Par  des  considérations  fonctionnelles,  l'auteur  parvient 
à  la  fornaule  connue 

s  y  —  I  =  log  (cos3  +  v'  —  I  sin  z). 

(  *  )  Je  dois  ccUe  brocliurc  ;i  l'obli^jcaiicc  de  mon  colli'^juo,  M.  P»cn;uul- 
Duercux,  prol'esseur  ù  TÉcole  d'Artillciie  de  Besan<,'on. 


{  4-^2  ) 
[L'auteur  désigne  e'  par  E  (a:)  et  log  x  par  E  (a:)  \  celle 
nolatiou  n'a  pas  d'importance  logique.  ] 
Faisant 


2 


on  a 


d'où 


^  V  —  I  =  iog  v^—  I  \ 
'-  =  —  sf^  log  y/—  I 


L'auteur  ajoute  :   «  Cette  formule  étant  exactement  dé- 
»  duite  ,  ne  comporte  que  les  deux  hypothèses  suivantes  : 
»  ou  bien  elle  est  une  identité  ,  ou  bien  elle  est  une  équa- 
»  lion,  c'est-à-dire  une  relation  déterminée  ,  pouvant  être 
»  exactement  satisfaite  par  une  quantité  déterminée.  » 
Il  s'attache  ensuite  à  prouver  que  les  deux  cas  ne  sont 
pas  admissibles.  Donc  il  n'existe  pas  d'expression  algé- 
brique possible  entre  la  circonférence  et  le  rayon.    On 
peut  répondre  que  cette  expression  n'est  ni  une  identité  , 
ni  une  équation  proprement  dite.  C'est  un  symbole  mné- 
monique relatif  à  des  développements  en  série.  Si ,  dans 
log  a: développé  en  série,  on  faita:=  y  —  i  ,  et  qu'on  mul- 
tiplie ensuite  tous  ses  termes  par  \j —  i ,  on  obtient  une  se- 
conde série  réelle,  et  qui  a  pour  limite  -•  Il  faut  donc  en- 
core s'en  tenir  à  la  démonstration  de  Lambert. 

La  géométrie  démontre  que  le  côté  du  carré  divisé  par 
la  diagonale  donne  un  quotient  constant,  et  que  ce  quo- 
tient est  irrationnel;  la  géométrie  démontre  encore  que 
la  circonférence  divisée  par  le  diamètre  donne  un  quo- 
tient constant.  La  géométrie  est  sans  doute  capable  de  dé- 
montrer que  ce  quotient  est  irrationnel  j  mais  les  géo- 
mètres sont  encore  incapables  de  donner  cette  démonstra- 
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lion.  11  faut  toujours  distinguer  entre  la  géométrie  et  les 
géomètres-,  comme  entre  l'analyse  et  les  analystes.  La 
science  peut  tout,  elle  est  Dieu ^  mais  pas  les  savants,  ce 
sont  des  hommes  (*). 

IM\ERS!TÉ  DE  PARIS. 


Questiofi  proposée  pour   le   Baccalauréat    es  Sciences 
{4  avril  i854). 

On  demande  le  poids  d'un  tombereau  de  terre  dont  les 
dimensions  sont  les  suivantes  : 

Profondeur  o"',y5  5 

Largeur  du  fond  o™,52  ; 

Longueur  du  fond  o"',8d5 

Largeur  du  bord  supérieur  o"',82; 

Longueur  du  bord  supérieur  o"',88. 

Il  est  rempli  à  ras  du  bord;  il  est  à  fond  plat,  la  densité 
de  la  terre  est  2'", 65. 

Soient  ô  la  profondeur,  a,  a'  les  deux  longueurs,  b^  b' 
les  deux  largeurs,  V  le  volume.  On  a 

V  =  ^S[{ia  +«')  b-\-{ia'-ha)b']. 

Le  poids  cherché  est  1 172'''', 634,  calculé  par  M.  Koralek. 

Cette  formule  simple,  de  M.  Catalan,  est  un  cas  parti- 
culier du  théorème  de  M.  Sarrus  ,  énoncé  t.  Vil,  p.  244? 
des  Nouvelles  Annales. 

Convenons  que  c'est  une  bien  belle  chose  que  les 
nialhématiques  enseignées  au  point  de  vue  deleurs  appli- 
cations,  bien  propre  à  agrandir,  à  ennoblir  l'intelligence 

(*)  Pascal  fait  une  distinction  entre  les  discussions  de  théologie  et  de 
théologiens;  même '.distinction  à  faire  entre  les  discussions  d'astronomie 
et  d'astronomes. 
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juvénile,  à  l'âge  poétique  de  la  vie.  Il  est  à  regretter  qu'on 
ne  donnejamais  de  questions  universitaires  sur  la  tenue 
des  livres;  on  les  réserve  peut-être  pour  la  Licence  es 
Sciences,  yérgenluin  tuuin  versuni  est  in  scoriam^  vînum 
tuuni  mùtiini  est  aquâ  ^  principes  tui  infidèles  (*)  5  oni- 
nes  diligunt  niunera,  sequuntur  retributiones  (Isaias, 
I,  21,  22). 

FACILTÉ  DE  PARIS. 


ségrégation  pour  îes  lycées  (Sciences),  i854. 

Question.  Exposer  uue  méthode  simple  et  pratique 
pour  obtenir  un  pioduit  et  un  quotient  à  une  unité  près 
d'un  ordre  décimal  donné.  Erreurs  relatives  des  données 
et  des  résultats.  Calculer  à  cent  unités  près,  à  l'aide  de 
cette  métliode,  le  rayon  d'un  cercle  dont  la  circonféi'cnce 
serait  de  quarante  millions  de  mètres. 

Observation.  Lisez  :  calculer  le  rayon  d'une  circon- 
férence de  tant  de  mètres.  Pourquoi  la  forme  germanique 
serait  ?  On  est  tenté  de  croire  que  ce  sont  les  professeurs 
de  langue  allemande  qui  rédigent  certaines  cjuestions 
universitaires. 


NOTE  SLR  LES  PIISSAKCËS  DES  NOMBRES 

(voirt    IV,  p.  G37;t    V.  p.  2â;  Orot). 


\.   Euclide  montre  par  la  géométrie  la   composition 
du  carré  du  binùme;  on  peut  montrer  de  la  même  ma- 

(*)Selon  la  Vulî;ale.  Le  vrai  sens  est /Jf/i'p/-i(;  c'est  co  qu'exprime  le  mat 
licbrcu  sorcrim. 


(    425    ) 

nièie  le  carré  du  trinôme,  du  quadrinôme  et  d'un  poly- 
nôme quelconque;  c'est  une  observation  de  M.  Faraguet. 
La  géométrie  suffit  aussi  pour  faire  voir  très-simplement 
la  composition  du  cube  du  binôme;  mais  la  complica- 
tion augmente  avec  le  nombre  de  termes. 

Euclide  montre  l'identité  a^  —  />-  =  (a  -t-  ^)  («  —  h)\ 
on  pourrait  encore  montrer  les  identités 

<7^  —  !)'■  =  [a  —  h)  {a'  -+-  ab-h  b'), 
a'  -Jr  b'  =  {a  -h  b){a'—  ab  +  b^). 

Les  puissances  supérieures  au  cube  dépassent  les  limites 
de  l'étendue. 

2.  Soit  («  .  lo"  +  /:>'"),  où  rt,  è  ,  77? ,  n  sont  des  nombres 
entiers  positifs:  svipposons  que  h,  m,  n  sont  des  nombres 
constants  et  que  a  seul  varie  :  les  7i  premiers  cliilfres  à 
droite  restent  les  mêmes.  Cette  propriété  donne  le  moyen 
de  raccourcir  les  Tables  des  puissances  des  nombres,  en 
disposant  ces  nombres  suivant  une  progression  arithmé- 
li(!ue  dont  la  raison  est  lo";  tant  que  h  ne  change  pas , 
les  n  premiers  chiffres  à  droite,  une  fois  écrits,  servent 
toujours.  INL  Caillet,  auteur  d'un  excellent  Traité  de  Na- 
vigation (*) ,  a  mis  ainsi  sur  une  seule  page  les  carrés  des 
nombres  de  i  à  i  6oo  (t.  I ,  p.  197)-  Les  Tables  de  Bûchner 
donnent  les  carrés  et  les  cubes  des  nombres  de  i  à  12  000  ; 
si  l'on  adopte  la  méthode  de  M.  Caillet ,  on  pourrait  faci- 
lement étendre  ces  Tables  jusqu'à  100000,  sans  une  aug- 
mentation de  volume.  On  a  i-emarqué  depuis  longtemps 
que  l(;s  Tables  des  carrés  peuvent  servir  à  effectuer  des 
multiplications,  d'après  l'idcnlilé 

(  *  )  Ti  ailé  àlcmenlarc  de  Navigation ,  h  l'usage  des  ofliciors  dfi  la  niariifc 
inililaii'o  et  de  lu  marine  du  commerce  ;  par  V.  Caillet,  cxaniiiial.(.'ur  de  la 

iiiaiiue.  Hicst,  iH'|S;  -i  vol.  iu-S. 
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DEMONSTRATION  DE  QUELQUES  PROPOSITIONS  D'ARITHHÉTIQIE 
D'APRÈS  EllCLIDE, 

Par  m.   Axgelo  GENOCCHI. 


Une  propriété  des  nombres ,  dont  on  ne  peut  se  passer 
même  dans  les  éléments,  c'est  que  le  produit  de  deux 
nombres  premiers  avec  un  troisième  est  premier  ai^ec  ce 
troisième  nombre.  Pour  l'établir,  je  donne  la  préfé- 
rence à  la  démonstration  d'Euclide,  qui  me  parait  la  plus 
simple,  et  qu'on  abrège  beaucoup  par  l'emploi  des  nota- 
tions modernes.  Il  e^t  vrai  qu'on  a  besoin  de  prouver 
d'abord  quelques  autres  propositions  •,  mais  celles-ci  ne 
sont  pas  sans  intérêt  :  au  contraire,  je  les  crois  essen- 
tielles dans  la  théorie  de  la  réduction  des  fractions.  Cette 
démonstration  revient  à  ce  qui  suit. 

i .   Si  j  est  la  plus  simple  des  fractions  équivalentes  à 

une  fraction  déterminée -»  a  sera  un  diviseur  de  p.  et  b 

un  diviseur  de  q. 

Démonstration.  Si  a  est  un  diviseur  de  p,  on  aura 

p  =  ma, 
in  étant  entier  :  mais 


a      p 

et,  par  suite, 

a        ma 

~b~T 

d'où 

q  =  mb 

(  4^7  ) 
donc  b  sera  aussi  un  diviseur  de  q.  Si  a  nesi  pas  un  di- 
viseur àe p^  divisons  p  par  a,  et  soient  m  le  quotient,  a' 
le  reste  :  nous  aurons 

p  =  ma  +  <?', 

et  comme  y  i=  -,  il  s  ensuivra 
«         a 

q  a' 

b  a 

Or,  la  fraction  —étant  inférieure  à  l'unité,   il  est  clair 
a 

qu'en  divisant  q  par  h  on  obtiendra  m  pour  quotient  en- 
tier avec  un  reste  b'  <^b^  ei  qu'ainsi 

q  b' 

En  comparant  les  deux  valeurs  de  j,  on  a 

a'        b'  a'        an 

—  =  —->     ou     —  =  -  =  -: 
a  b  b  b        q 

on  trouverait  donc  une  fraction  -n  équivalente  à  -et  plus 

b      ^  q 

simple  que  y 

2.  Si  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
-  sera  la  plus  simple  de  toutes  les  fractions  ayant  même 
valeur. 

Car,  si  la  plus  simple  était  une  autre  fraction  j-,  a  se- 
rait un  diviseur  de  /^,  et  b  vm  diviseur  de  ^  (1) ,  et  l'on 

aurait 

p  r=  ma,        q  =  mh, 

m  étant  un  entier  supérieur  à  runilé  :  par  conséquent,  p 
et  q  auraient  un  facteur  commun  /;/, 
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3.  Si  b  est  premier  avee  <-/,  h  sera  premier  avec  loul 
nombre  c  diviseur  de  a. 

En  effet,  si  h  et  c  avaient  un  facteur  commun  r/,  ce  fac- 
teur diviserait  exactement  a  qui  est  un  m.ultiple  de  c  :  ou 

aurait  donc 

b  =r  md  ^        a  =  ne! , 

et  f/ serait  un  diviseur  commun  de  a  et  ^. 

4.  Si  «  et  Z>  sont  premiers  avec  c,  leur  produit  ab  =  p 
sera  aussi  premier  avec  c. 

Démonstration.  Supposons  que  p  et  c  aient  un  divi- 
seur commun  q  '^  a,  premier  avec  c,  sera  premier  avec  q 
diviseur  de  c  (3),  et,  d'ailleurs,  on  aura 


jj  =z  mq , 

m  étant  entier, 

ou 

nb  =:  mq 

doù 

a        m 

Donc-  sera  la  plus  simple  des  fiacîious  é(|uivalcntes  à 

-y-  (2):  donc  q  sera  un  diviseur  de  h  (1).   Ainsi  h   et  c 

auraient  un  diviseur  conuuiin  ^,   tandis  qu  ils  sont  don- 
nés comme  premiers  entre  eux. 

Ces  quatre  tliéorèmes  coïncident,  dans  le  même  ordre, 
avec  les  propositions  21,  28 ,  a5 ,  26  du  \1P  livre 
d'Euclide,  et  je  n'ai  cliangé  que  la  démonstration  du 
premier  théorème.  Le  tz^oisièiiie  pourrait  être  omis  comme 
assez  évident. 
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REMARQIES  SIR  M  THÉORÈME  DE  M.  BRIOSCIII 
ET  SIR  LA  QUESTION  267 

(  voir  t.  XI,  p   402,  cit.  XII,  p.  167); 

Par  m.   Angelo  GENOCCHI. 


Soient  Ai,...,A3  cinq  points  situés  sur  un  ellipsoïde; 
A^  l'un  quelconque  d'entre  eux;  u,.  le  volume  du  tétraèdre 
ayantpour  sommets  les  quatre  autres  points;  Mun  sixième 
point;  D,.  le  demi-diamètre  de  rdlipsoïde  parallèle  à 
MA^;  ^r  la  distance  MA,.  :  on  aura 

M.  Brioschi  adonné  ce  théorème  en  supposant  le  point 
M  situé  aussi  sur  rdlipsoïde,  et  il  a  remarqué  que,  dans 
le  cas  d'une  sphère,  le  théorème  a  lieu  quoicjue  M  ne  soit 
pas  un  point  de  la  surface.  Il  est  facile  de  démontrer  que 
celte  observation  doitêlre  élenikie  au  cas  d'un  ellipsoïde 
quelconque.  Soient,  en  effet, 

-1  +   -;-   +   -,=     I, 
rt'  O'  C 

l'équation  de  l'ellipsoïde ,   et 

y  =  px,        z  =  qx, 

celles  du  demi-dianiètre  Dr  :  les  coordonnées  de  l'extré- 
mité de  Dr  seront 


(  4:^0  ) 

Par  suite, 

on  aura 

D;  =  x=  4-  Y 

ou 

^^t 

7'  _  •  +  /^'^-  <?' 

Or,  si  a,  /3,  y  sont  îes  coordonnées  du  point  M,  et  J",  , 
}',. 5  ^r  celles  de  A,.,  on  aura 

r/,?  =  ( a  —  ^,^^  H- ( p  —  j,)= -h  (7  —  3,)' ; 
■de  plus,  Dr  et  MA,,  étant  parallèles ,  il  s'ensuit 

p  —  ;--•                 7  —  2.- 
P  = -,  7  = : 

a  —  Xr  y. Xr 

donc  l'équation  précédente  deviendra 

On  voit  que  cette  formule  a  lieu  quelles  que  soient  les 
positions  des  points  M  et  A,..  En  supposant  que  A,,  soit  sur 
l'ellipsoide,   et  faisant 


'  +  -  +  7^ 


nous  trouvons 


9  a 


2(3 


27 


(Il 


b^^'     c-  ^'~d; 


qui  représente  cinq  équations  correspondant  à 

r=  I,  2,. .  .,  5, 
entre  les  quatre  mêmes  quantités 


P' 


^ 


9.7 


:(*)• 


(  *  )  C'est  sans  doute  par  inadvertance  que  M.   Brioschi  nomme  ,  parmi 

.       \    dr  .  .  ,,  ... 

les  quatre  inconnues,  Texpression  -    ■ —       qui,  variant  dune  etiualiou    a 

raiitie,  représente  cinq  qiiaiililés,  cl  qui  reparaît  dans  le  déterminant. 
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Leur  déterminant ,  que  je  désignerai  par 


dé 


df. 


H.    \^l,    X„   JV,    Zr,— 


sera  donc  nul,  et,  en  le  développant,  on  aura 

2  dz  ^  dét.  (i ,  J7,.,  jv,  z,/)  =  o , 

où  /■'  désigne  ceux  des  nombres  i,  2,  ...6,  qui  sont  diffé- 
rents de  /'.  Mais  comme 

•V  =  gdét.  (l,    Xr',    r/,    Z,r), 

on  conclut 

Pour  la  splièrc ,  on  a 

et  si  le  point  ^I  coïncide  avec  A,,  il  en  résulte 

ft  fl\  —  ('2  d\  +  ('3  d\  —  i\  d\  =  o, 

puisque  d,=z  o.  Cette  équation  paiticulière  a  été  donnée 
par  M.  Bellavitis  dans  les  Annali  de  JM.  Tortolini ,  i853, 
page  204.  M.  Bellavitis  croit  que  la  relation 

^.V.-/,.=:0, 

analogue  aux  précédentes,  et  qui  forme  le  sujet  de  la 
question  267,  est  erronée.  11  me  semble  que  son  opi- 
nion peut  être  justifiée,  en  considérant  un  cas  particulier 
très-simple,  celui  où  les  points  Aj,  A2,  A3,  A;  seraient 
les  sommets  d'un  quadrilatère  plan  rectangle.  Dans  ce 
cas,  le  tétraèdre  v,  s'évanouit,  et  les  autres  \\  ,  v-j ,  i^,,  v^ 
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sont  équivalents  ,  comiuc  ayant  pour  hauteur  commune  la 
distance  de  A,  au  plan  du  rectangle  Ai  Ao  A3  A^ ,  ot  pour 
base  la  moitié  de  ce  rectangle.  La  relation 

qui  a  lieu  pour  la  sphère,  devient  donc 
d\  —  d\  -+■  fl:  —  <•/;  —  o, 
et  en  même  temps  la  relation 

2  i'rdr—  O, 

doiînera 

Or  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  ces  deux  équations  ne 
peuvent  subsister  ensemble  pour  toutes  les  positions  du 
point  M  sur  la  sphère,  car  les  distaîices  r/j ,  rZ, ,  ^3,  «7^ 
devraient  être  égales  deux  à  deux,  et,  par  conséquent,  le 
])oint  !M  serait  situé  sur  un  plan  diamétral  perpendicu- 
laire à  deux  côtés  parallèles  du  rectangle  Ai  Aj  A3  A4. 


SIR  LES  SOXS  HAWIOXIQIES; 

MERSENNE. 


On  attribue  ordinairement  à  Rameau  (*)  la  découveite 
des  sons  harmoniques  qu'iin  corps  sonore  fait  entendre  si- 
multanément. Voici  ce  qu'on  lit  dans  \  HaiDionie  luiiver- 
scUe  du  P.  Mersennc,  imprimée  en  i636. 

C'est  la  proposition  11  du  livre  I\  des  Instruments, 
page  208. 

«  Dctcritu'ner  pourqnoy  une  chorde  touchée  à  vuide 
>i  fait  plusieurs  sons  en  niesme  temps. 

»  11   semble  qu'Aristote  a  cogneu   cette    expérience, 

(  *)  Ne  à  Dijon  en  iC83,  mort  en  i7G'(. 
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«  lorsqu'il  a  fait  la  question  pourquoy  le  son  grave  con- 
1)  tient  l'aigu  dans  le  liuitiesme  problesme  de  la  dix-neu- 
))  viesme  section  ,  pourquoy  il  devient  plus  aigu  en  fînis- 
))  saut  dans  l'onziesme  :  à  quoy  l'on  peut  rapporter  le 
»  douzicsme  et  le  trciziesme  problesme,  et  d'où  plusieurs 
»  autres  problesmes  de  la  mesnie  section  peuvent  être  en- 
»  tendus ,  de  sorte  que  cette  proposition  est  fort  utile  pour 
»  la  philosophie  d'Aristote-,  mais  il  faut  remarquer  qu'il 
»  n'a  pas  sceu  que  la  chorde  fi^appce  et  sonnée  à  vuide 
»  fait  du  moins  cinq  sons  différents  en  mesme  temps  dont 
»  le  premier  est  le  son  naturel  de  la  chorde  qui  sert  de 
»  fondement  aux  autres  et  auquel  on  a  seulement  esgard 
M  pour  le  chant  et  la  partie  de  la  musique,  d'autant  que 
»  les  autres  sont  si  faibles,  qu'il  n'y  a  que  les  meilleures 

»   oi^eilies  qui  les  entendent  aysément Quant  à  moy, 

»   ie  n'y  ay  nxiUe  difficulté,    et  j'ay  rencontré  plusieurs 

»  musiciens  qui  les  entendent  aussi  bien  que  moy Or 

))  ces  sons  suivent  la  raison  de  ces  nombres  1,2,3,455, 
»  car  l'on  entend  quatre  sons  différents  du  naturel ,  dont 
»  le  premier  est  à  l'octave  en  haut,  le  second  à  la  dou- 
»  ziesme ,  le  troisiesme  à  la  quinziesme  et  le  quatriesme 
»  à  la  dix-scptiesme  majeure ,  comme  l'on  void  par  lesdits 
»   nombres  qui  contiennent  les   raisons  de   ces   conson- 

»   nanccs  en  leurs  moindres  termes Outre  ces  quatre 

»  sons  extraordinaires,  i'en  entends  encore  un  cin- 
»  quiesme  plus  aigu  (*),  que  i'oy  particulièrement  vers 
»  la  fin  du  son  naturel  et  d'autres  fois  un  peu  avant  le 
«  coiumencement  ;  il  fait  la  vingtiesme  majeure  a\ec  le 
»  son  naturel ,  avec  lequel  il  est  comme  3  à  20.  Mais  j'ex- 
»  périmente  quasi  toujours  que  la  douzicsme  etla  dix-sep- 
»   tiesme  s'entendent  plus  distinctement  que  les  autres.  » 

(*  )  Ceci  annonce  une  ouïe  d'une  extrême  finesse,  telle  quon  la  rencon- 
trait chex  le  célèbre  physicien  Savart  et  chez  son  frère  le  Commandant  du 
Cenie. 

inn.  de  Mathtmal.,  t.  XIII.  (Novembre  i-S'ij.)  28 
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II  clierclie  ensuite  la  cause  du  pliénom 'ne  .  énonce  la 
véritable,  mais  parait  la  rejeter.  Attribuant  tout  son 
aux  battements  de  l'air,  il  ajoute  :  «  Si  ce  n'est  que  l'on 
die  que  la  moitié  de  la  cliorde  le  bat  deux  fois,  tandis  que 
la  cliorde  entière  le  bat  une  fois ,  et  qu'en  mesme  temps  la 
troisiesme,  quatriesme  et  cinquiesme  partie  le  battent 
trois,  quatre  et  cinq  fois  :  ce  qui  est  contre  l'expérience.  » 
On  voit  qu'il  ne  connaissait  pas  l'existence  des  Jiœuris ;  il 
croit  qu  il  faut  clierclier  l'explication  dans  les  battements 
de  l'air  extérieur  et  en  donne  des  raisons  fort  vagues.  Il 
répète  cette  expérience  avec  des  cloches. 

L'Harmonie  unn>ei selle  du  célèbre  minime,  ouvrage 
in-folio  de  1049  pages  ,  est  une  macédoine  de  renseigne- 
ments littéraires,  scientifiques,  physiques,  artistiques, 
technologiques,  etc.  On  y  trouve  la  Mécanique  de  Ro- 
berval;  la  Rhythmique  poétique  des  Anciens  et  la  Rhylli- 
miqne  française;  la  théorie  des  échos ,  des  combinaisons; 
la  page  108  est  une  Table  des  permutations  de  tous  les 
nombres  de  i  a  64  '.  pour  64  il  y  a  90  chiffres  compris 
i4  zéros;  à  la  page  1 12  ,  on  lit  les  futiles  720  permuta- 
tions des  six  notes  ut,  ré,  mi,  Ja,  sol,  la-  la  construction 
de  tous  les  instruments  de  musique  du  xvii*'  siècle  et 
la  manière  de  les  jouer -,  l'anatomie  complète  des  organes 
delà  voix;  des  expériences  sur  les  sons  rendus  par  divers 
métaux,  divers  bois,  sur  la  vitesse  et  sur  la  durée  des 
sons,  etc  (*).  A  la  page  55  il  inditjue  les  mouvements 
qu  il  faut  faire  pour  prononcer  les  voyelles  et  les  con- 
sonnes: ce  qui  a  peut-être  donné  lieu  à  la  scène  du  Boiir- 
iieois -  Gentilhomme .  11  propose  la  construction  d'un 
clavecin  dont  les  tons  sont  divisés  en  quatre  parties  pour 
faire  les  dièzes  enharmoniques  (p.  2i5).  Un  instrumejit 
semblable   a  été  proposé  et  construit  par  M.   \incent, 

(*)  Ces  expériences  méritent  d'être  vérifiées  par  notre  habile  physicien 
M.  VA  ertheim ,  qui  a  fait  de  l'élasticité  une  élude  spéciale  et  approfondie 
et  l'objet  dune  savante  thèse  doctorale 
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membre  de  TAcadémie  des  Inscriptions.  Mersenne  croit 
qu'il  faut  se  servir  de  l'orgue  pour  apprendre  à  chanter 
aux  enfants.  Vers  la  fin  de  l'ouvrage,  il  traite  de  l'artil- 
lerie ,  des  portées  des  pièces,  du  tir  des  flèches.  Le  livre 
dixième  de  V Arl  de  chanter  contient  une  méthode  de 
des  Argues  pour  apprendre  la  musique  aux  enfants,  et 
])eaucoup  de  renseignements  sur  divers  personnages  du 
temps;  ainsi  ie  livre  des  Orgues  est  dédié  au  père  de 
Pascal,  excellent  musicien,  qui  touchait  bien  de  l'orgue 
et  qui  se  proposait  de  faire  un  ouvrage  sur  cet  instrument. 
A  la  page  Sgi,  on  lit  le  premier  couplet  d'une  chanson 
composée  par  Louis  XIV^  et  mise  en  musique  par  le  sieur 
de  la  Barne,  épinette  et  organiste  du  roi. 

Beaugrand  et  Roberval  excellaient  dans  la  théorie  et 
la  pratique  de  la  musique. 

Le  bon  Père  s'abandonne  aussi  quelquefois  à  des  con- 
sidérations qui  paraissent,  au  point  de  vue  de  notre 
siècle,  d'une  étrangeté  extrême.  ^  oici  un  spécimen  rela- 
tif aux  sons  harmonieux. 

«  Corollaire.  Si  le  son  de  chaque  chorde  est  d\iu- 
»  tant  plus  harmonieux  et  agréable  qu  elle  fait  entendre 
»  un  pins  grand  nombre  de  sons  différents  en  niesme 
»  temps ,  et  quil  soit  permis  de  comparer  les  actions 
»  morales  aux  naturelles ,  et  de  transporter  In  physique 
»  aux  actions  humaines  ,  on  peut  dire  que  chaque  action 
»  est  d'autant  plus  harmonieuse  et  agréable  à  Dieu, 
»  quelle  est  accompagnée  d'un  plus  grand  nombre  de 
))  niotijs,  pourvu  quils  soient  tous  bons  :  par  exemple, 
))  lorsque  l'on  jeiine  pour  macérer  le  corps  et  pour  le 
»  rendre  plus  oheyssant  à  Vesprit ,  et  puis  pour  satisj aire 
»  au  commandement  de  l 'Eglise  y  en  troisicsme  lieu ])our 
«  réserver  quelque  chose  pour  les  jjauvrcs ,  et  finalement 
»  pour  imiter  les  jeunes  de  Nostre  Sauveur  et  pour  pra- 
»  tiquer  l'amour  que  nous  lui  portons.  Car  l'on  peut 
)■   comparer  tous  ces  motij's  ii  tous  les  sons  qui  accvm  - 

28. 
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»  pdgneni  le  mouvement  de  la  cliorde .  ei  dire  quant  et 
»  quant  que  l  intention  qui  est  la  plus  forte  ,  et  qui  a  la 
»  fin  la  principale  et  la  plus  excellente  y  est  semblable 
»  au  son  dondnant  et  naturel  de  la  chorde,  puisqu'il 
M  est  le  plus  sensible  et  la  cause  de  tous  les  autres  sons 
»  qui  se  font  par  des  mouvements  plus  précipités,  ou 
■»  par  des  retours  plus  fréquents.   » 

Et  une  foule  dMniaginalions  du  même  genre  (*).  En  dé- 
crivant toutes  les  danses  usitées  de  son  temps  (on  y  voit 
des  valses  que  Ton  trouverait  indécentes  aujourd'hui), 
il  propose  de  composer  des  ballets  pour  enseigner  Tas- 
irononiie.  A  propos  d  un  éloge  pompeux  de  Vunisson ,  il 
pièclie  la  communauté  des  biens  et  dit  :  «  Et  quant  à  la 
communauté  des  républiques,  à  laquelle  Arisloie  s'est  op- 
posé pour  contredire  à  son  maistre,  elle  est  très-souhai- 
table ;  car  toutes  les  choses  les  plus  excellentes  nous  con- 
vient à  cette  égalité  et  comnninion  des  biens  j  tous  les 
hommes  sont  frères  (liv.  I,  p.  ii).  «  Le  bon  moine  de 
Saint-François-de-Paule,  voyant  le  monde  à  travers  les 
grilles  du  cloître  de  la  place  Royale,  croit  qu'il  peut  se 
gouverner  comme  un  couvent, 

Merseune,  né  au  bourg  d'Oizé  (Sarthe)  en  1 588,  est  mort 
à  Paris  en  i645  ,parsuite  d'une  opération  chirurgicale  mal 
faite.  Ayant  consacré  sa  vie  entière  à  ravancement  des 
sciences,  à  l'utilité  publique  ,  il  ordonna  même  laulopsie 
de  son  corps ,  pour  découvrir  où  les  gens  de  l'art  s'étaient 
trompés.  Il  avait  des  liaisons  avec  les  hommes  distingués 
dans  les  sciences,  dans  les  arts  libéraux  et  même  dans  les 
métiers.  Encourageant  tous,  ne  jalousant  personne,  il 
devenait  un  lien,  sorte  de  territoire  neutre ,  entre  des  cor- 
respondants qui  quelquefois  ne  s'aimaient  guère;  ce  qui 
n'est  pas  rare  entre  savants  j  même  et  surtoutdc  haut  bord. 

C  )  Très-souvent  les  hommes  les  plus  instruits  ont  une  f.ieette  cervicale 
])ortant  rcstaniiiillf  do  Kediam. 
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BIBLiOGUAI*lilE. 

Tous  les  ouvrages   amionces  dans  les  Nouvelles  Annules  de  Malhémaliquts 
se  trouvent  chez  MALLEr-H.\cnELiEn ,  libraire,  quai  des  Augustins,  55. 


Die    ebeae  Polycokomexuie,    vollstandig    dargestelt 

UîiD  DURCH    ZAHLUEICBE    BeISPIELE    ERLAUTERT.    La    Po- 

lygonométrîe  plane  ,  coinpléleinent  exposée  et  éclaircie 
par  de  nombreux  exemples  -,  par  le  D''  J.  Dieuger,  pro- 
fesseur à  lécole  polytechnique  dtï  Caiisrulie,  Stullgard, 
i854;  iii-8  de  80  pages,  52  figures  sur  bois  dans  le 
texte. 

Simon- Antoine-Jean  Lhuilier  (*)  a  publié  l'ouvrage 
suivant  :  Poljgonoinétrie ,  ou  de  la  mesure  des  Jigures 
reclilignes ,  et  abrégé  dlsopériniélrie  élémentaire.  Ge- 
nève, 1774 5  in-4. 

On  y  découvre  les  qualités  de  Tauteur,  des  développe- 
ments instructifs,  des  raisonnements  rigoureux  5  mais 
aussi  ses  défauts ,  des  longueurs  rebutantes  et  l'absence 
d'élégance  et  de  symétrie  :  ces  défauts  expliquent  pour- 
quoi tantd'excellents  ouvrages  trouvent  si  peu  de  lecteurs. 
La  Dynamique  de  d'Alembert  est  un  chef-d'œuvre  de 
génie  5  Jacobi  faisait  le  plus  grand  cas  de  la  Tliéorie  des 
Equations  de  Bezout;  qui  lit  ces  deux  ouvrages?  On  peut 
promettre  à  M.  Dienger  beaucoup  de  lecteurs  ,  même  en 
France,  quand  il  sera  traduit.  l'exposition  claire,  notations 
bien  choisies,  formnles  mnémoniques  en  peiîtnombre,  ap- 
plications numérif|ue5  nombreuses  :  lellessonl  les  qualités 
qui  distinguent  cet  opuscule.  Il  est  divisé  en  six  sections. 

(*)  Né  à  Genève  le  24  avril  i /âG,  mort  à  Genève  le  jS  mars  i8/|(J,  ajjcde 
quatre-vingt-dix  ans.  M.  Sliirni  est  son  élève,  ainsi  que  le  ])rince  C./.arlo- 
riski,  chef  de  rémiyraliiMi  i"i!"iiMise. 
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Preniicre  section  (i-i4)-  Déteiinination  d  uu  point 
dans  un  plan  ^  coordonnées  ;  les  axes  formant  quatre 
angles  :  -\- x.  -hy,  premier  angle*,  +  }',  — x,  second 
angle-,  — .r,  — y,  troisième  angle;  — y ,  -\- x ,  qua- 
trième angle;  conservant  les  directions  des  axes  et  chan- 
geant l'origine,  on  fait  voir,  qu  ayant  égard  aux  signes, 
les  mômes  formules  servent  à  exprimer  ce  changement , 
qui  est  un  mouvement  de  translation.  Les  coordonnées 
polaires  supposent  un  mouvement  de  rotation  5  pour  fixer 
le  sens  et  la  grandeur  de  cette  rotation  ,  on  admet  deux 
conventions,  mais  qui  sont  essentielles  et  qu'il  ne  faut 
jamis  perdre  de  vue  :  1"  la  isolation  unique  est  celle  qui 
amène  l'axe  +  x  sur  l'axe  -j-  j"  ;  2°  l'angle  de  rotation 
se  compte  de  o  à  36o  degrés.  Ceci  établi,  les  équations 
X  ^=  p  cos(j),  y  =  p  sin  op ,  où  p  est  essentiellement  posi- 
tif, servent  à  passer  des  coordonnées  rectangulaires  aux 
coordonnées  polaires,  povir  toutes  les  positions  possibles. 

MN  étant  la  direction  d'une  droite  ,  pour  avoir  son  in- 
clinaison sur  l'axe  des  +  x ,  on  mène  par  M  une  paral- 
lèle MR  à  l'axe  4-  a:;  la  rotation  que  doit  faire  MR,  pour 
s'appliquer  sur  MN,  est  l'inclinaison  cherchée-,  bien 
entendu,  rotation  conforme  à  la  convention  de  ci-dessus, 
ce  qu'on  ne  répétera  plus,  /'étant  la  longueur  de  MN; 
JT, ,  ji  les  coordonnés  de  M  \  x^  .  7^  les  coordonnées  de  N-, 
on  a  constamment 

.r-i  —  .•'m  =  '■  cos  f  ,      y-i  —  y^  :=z  }-■  sin  cp  ; 

(j)  est  l'inclinaison  de  /'  sur  -h  x. 

Seconde  section  (i4-'2i).  Détermination  des  coordon- 
nées des  sommets  d'une  ligne  brisée  lorsqu'on  connaît  le& 
longueurs  des  côtés,  les  sommets  et  les  angles.  Pour  fixer 
les  idées ,  soient  les  neuf  points  r,  2,  3,...,  8,  9;  en  les 
joignant  par  des  droites,  on  obtient  la  ligne  brisée 
i  2  3  ...  8  9  ,  formée  par  les  côlés   12,  23,  3  4v?  89; 


(439  ) 
I  2    est  le  premier  côté  qui  précède    le  deuxiènle  2  3  , 
lequel  précède  le   iroisièuie  côté  3  4 1  et  aiusi  de  suite. 
Désignons  par 

<7i   la  longueur  du  côté   i  2, 
a .  —  2  3, 

a,  —  34, 

''s  —  ^^95 

pai' 

•',   rinclinaison  île  <i^  sur  Taxe   -4-  •<", 
v-2  —  a^  — 

•'.i  —  a.  — 


L'angle  que  forme  un  côté  avec  celui  qui  le  suit  immédia 
tement  est  mesuré  par  la  rotation  que  doit  faire  le  pre- 
mier pour  s'appliquer  sur  le  second  (*). 
Désignons  par 

A2    l'angle  que  fait  le  côté  a^  avec  a^ , 

Aj  Hi       rtj  , 

A,  —  a,     —     «4, 

As  —  H;     —    «,  ; 

on  aura  généralement  pour  11  points  : 

r<'„  =:  w„_i  H-  A„  —  1 80"+  rn„   36o", 

où  nin  est  o ,  ou  +  i ,  ou  —  i , 

sinn'n  =  sin  [c,  +  A,  +  Aj  -4- .  .  .  4-  A„(«  —  1)  iBo"], 
cos(v„  =  cos[c,  H-  Aj  +  Aa  +  .  .  .-1-  A„(//  —  1)  i8o"J. 


(*)  A  cel  ciret  on  fait  passer  par  lo  snmnicl  coniimiii    une,  parallèle  à 
-h  j:  et  une  parallèle  à  -f->  ,  et  l'on  opère  une  relation  (|ui  tend  à  amener 

-+-  X  sur  -\-  y. 
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Soient 

X, ,  j,  les  coordonnées  de  i , 

X,,  y-j,  —  2, 

^i  >  J's  ^  » 

■^/i,  jr«  —  «; 

on  a 

jCn  =  Xi  -\-  a,  cosc,  +  a^  cosf:.  +  .  .  .+  a„_i  cost'„_i , 
y„  =:  r,  +  fl,  sin  (',  H-  a,  sin  p^  H-  •  •  .  +  fJn-i  sin  *>„_, , 
ou 

Xn  =  X,  -\-  a,  cosf',  —  rt2COs(c,  +  Aj)  H-  a^  cos  (c,  +  Aj  -f-  A3) 

—  «4 cos  (t»,  H-  A2  4-  A3  +  A4 )  +  .  .  . 

dl  «„_,  cos  (c,  H-  As  -+-  A,  +  . .  .  4-  A„_,  ), 
jrn  =  J.  -f-  «.  sine,  —  «2  sin  (i-,  -+-  Aj)  +  «3  sin  («',  +  A,  +  A3) 

—  (If  sin  (  c,  +  A2  -^  A3  -h  A4  )  •+- .  .  . 
rhrt„_,sin((',  -h  A.H- A3  +. .  .-h  A„_,); 

formules  qui  donnent  les  coordonnées  en  fonction  des 
côtés  et  des  angles  de  la  ligne  brisée. 

u4pplicatioji  numérique. 

x_z=  o,Xi  =  Q;  (',=  20°  36';  a,  =  173,72;  «3  =  449*3473; 

«3=315,6626;  «4=207,9673; 

«5=  242,968;  «c  =:  175,1367; 

A2=2i4<'i7'54";  A3  =  ioi"35'8";  A4  =  179° 42' 34"; 

Ai=  93°  i7'45";  A,;  =  107"  18' 10"; 


on  obtient 


X^=  O,  J,=  o, 

^^3=    162  ,6122,  V2=    61,1219, 

J-3=  420,9999,  X-=   428,747.7» 

^4=  7io,44t>o>  /<=  302,7962, 

0:5=300,7179,  J5=    218,8499, 

.rc:=  8i5,5857,  rc.=^  —  8,7153, 

x;  =  640 , 7  235,  J-;  :=:■+-  I  ,  o856. 
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Troisième,  section  i  2  1-45).  Equations  polygouoiné- 
iriques  fondamentales;  solutions  des  problèmes  polygono- 
métriques. 

Lorsque  la  ligne  brisée  se  ferme,  elle  devient  un  poly- 
gone. Ainsi ,  ayant  les  n  poin  ts  i ,  2 ,  3 , . . . ,  « ,,  les  côtés  du 
polygone  sont /i  i,  12,  23,.  ••7  n  — i,  /z  5  prenons  le  côté  ui 
pour  axe  des  -\-  x\  et  désignons  par  Ai  linclinaison  de 
1 2  sur  I  n  ;  nous  aurons 

les  deux  dernières  formules  de  la  section  précédente 
donnent 

0:=«,COsA|  +  ( — l)'rt2COS(  A|H-  A2) 

-|-(— i)V/3Cos(A,H-  A,+  A3)  +  .  .  . 
+  (—1)"-'  rt„_,  cos  (A, -h  A,-h  . . .  4-A„_,  ) 
+  (_  I  >-'  a„  ces  (  A,  +  A,  + . . .  +  A„)  ; 
o  =  rt,  sin  A,4-( —  i)'6-2sin(A,-t-  A,)  -f-   .. 
H-(~i)^rt',  sin(A,+ Aj-h  A3)H-... 
+  (— i)«-^fl„._,  sin(A,  +  .  .  .  +  A„_,) 
+  (—  I  )"-'  «„  sin  (A,+  A,-4-  A3  + . . .  +  A„); 

ce  sont  les  deux  équations  polygonométriques  fondamen- 
tales. On  en  déduit 

cos(A,-f-  A2  +  ...H- A„)  =  (— i)";  sin(A,+ A.  +...H-A„)=o, 
A,H- A,-t-A,  +  ...-f-A„  =  [n  —  2)  i8o"-t- r.  36o, 

où  rest  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Lorsque  le 
polygone  est  convexe ,  ;•  =  o  (voir  Nouvelles  Annales^ 
tome  IX,  page  i83,  Barbet),  et,  dans  ce  cas,  on  peut 
toujours  choisir  l'axe  des  -\-  y  à^  manière  que  les  A  de- 
viennent les  angles  intérieurs  du  polygone. 

Problème  L  Dans  un  polygone,  on  connaît  tous  les 
éléments  honnis  un  angle  et  deux  côtés  qu  il  faut  cal- 
culer. 
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Solution.   Soil  un  hexagone  convexe 

A,  =  83°  44';   Aj=23°52';   A,  =  290°  46' ; 

A,  =  So"  i\'  ;  Ai  =  244"  3o', 

«,=  1040;  «2=624;  «,=  533;  flfi  =  48i; 

il  s'agit  de  calculer  A  g  et  «3,  a^.  Appliquant  les  formules, 
on  obtient 

As  =  46° 44 J  rt^  =  5i 5,4753;  «,=  954,3163. 

Problème  II.  On  donne  tous  les  côtés  moins  un^  et 
tous  les  angles ,  honnis  deux  angles  adjacents  au  côté 
cherché. 

Solution.  Soit  un  pentagone  convexe 

«,=  540;  «2=:  519;  «j=:438;  «1=536; 
A,=  46''38';  A3  =223°  55';  A,  =  38"  5 1'. 

On  obtient  dabord 

A,  =  iio"48'  i3"; 
puis 

A,=  Il  9°  47' 47"; 
et  enfin, 

«5  ==  ^•?c),o6']'] . 

Problème  III.    On  connaît  tous  les  côtés  et  tous   les 
angles  moins  deux. 
Solution.  Quadrilatère  convexe  : 

«1=452;    «2=610;   «3=:4i'j   ai=: /\83,2l2.  ; 
A,  =  79"  47'  26"  ;   A3  =  68°  53'. 

On  obtient 

A:  =  92°  5', 

et  ensuite, 

A,=  ii9°i4'34". 

Problème  IV.  O/i  connaît  les  côtés  moins  un  cl  les 
angles  moins  deux  adjacents  à  un  côté  donné. 
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Solution.   Pentagone  convexe 

û'i  =  54o;  <'/o^5ig;  «,=  536;  <73=  429,068; 
A,  =  46"  38';  A3  =223°  55';  A,=  38''5"i'. 

D'abord  on  obtient 

«3= 437^9997  ; 

puis 

A,=  iio"48' i3";  A5=ii9°47'47". 

Problème  V.  On  donne  tous  les  côtés  moins  un  et 
tous  les  angles  moins  deux ^  un  seulement  des  angles 
inconnus  est  adjacent  au  côté  cherché. 

Problème  \I.  On  connaît  tous  les  côtés  moins  un  ^ 
fous  les  angles  moins  deux j  les  angles  cherchés  ne  se 
succèdent  pas  inmiédiatement  et  aucun  d^eux  n^ est  adja- 
cent au  côté  cherché. 

Problème  VII.  On  donne  tous  les  côtés ,  et  tous  les 
angles  moins  trois  angles  qui  se  succèdent  immédiate- 
ment. 

Problème  VIII.  Mêmes  données  ;  deux  seulement  des 
trois  angles  cherchés  se  succèdent  immédiatement. 

Problème  IX.  Mêmes  données^  les  angles  cherchés 
sont  entièrement  séparés. 

Quatrième  section  (46-59).  Calcul  de  Faire  d'un  po- 
lygone dont  on  connaît  les  côtés  et  les  angles. 

Le  double  de  l'aire  d'un  polygone  quelconque  de  n 
sommets  est 

y\  ■^ï  "T"  ^'2  -^3  ~\~  Yz  •■^'4  ■  •  •  •  yn—\  -^n  "4~  yn  -^1 

—  (-^i  j2  +  ^ly-i  +  x^y^  -f-- .  '+-^«-1  /«+  ^nyn)'C)' 

Les  X,  Y  sont  les  coordonnées  rectangulaires  des  sommets. 
Remplaçant  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  en  fonction 

(*)  Cette  formule  se  simplifie  quand  on  l'écrit  ainsi  : 

->',  ( ^3  -  ^„)  -^- ^3  (  -^3  -  •5^.  )  -H •  •  •  +  r„  ( ^,  -  ^„_,  :> . 

Il  Y  a  moitié  moins  de  mulliplicalions  et  elles  sont  faciles. 
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des  côtés  et  des  angles ,  on  oblieut  1  aire  en  fonction  des 
mêmes  éléments. 

Cinquième  section  ((jo-ôj).  Quelques  problèmes  po- 
lygonoméiriques  particuliers,  et  applications  pratiques. 

Problème  X.  Ln  polygone  est  complètement  donné  ; 
mener  par  un  des  sommets  une  droite  qui  en  retranche 
une  aire  donnée. 

Solution.   Heptagone.   1234367; 
on  a 

A,=  io7°38' 3o";  A3=  116°  10' 22"; 
^4  =  245°3o';  A5=  loS"  io'4o"; 
A,  =  189"  40' 19";  A:  =  89°  2' 87"; 

(7,  =857;     (7^=1098;     (73  =  780 

(7,::=  925;    <7j  =  ()43;    «^=927;    <7;  =  835. 

Il  s'agit  de  mener  par  le  sommet  i  une  droite  qui  retran- 
che l'aire  161 2800. 

On  calcule  successivement  les  aires  doubles  des  figures 
123,  1234,  12345,  123456.  On  trouve  pour 

12845       double  aire     2190074, 
1234561  —  461874033. 

Le  doubledcTaire  à  retrancher  est  3  2256oo,  nombre  com- 
pris entre  les  deux  dernières*,  la  transversale  cherchée 
doit  donc  couper  le  côlén^.  Soit  m  le  point  d'iiilersection 
dans  le  polygone  12345  m  ;  on  connaît  l'aire  et  les  côtés 
moins  i/wet5m;  alors  par  les  formules  connues,  on  obtient 

5w  z=  ^02 ,072. 

Sixième  section  (67-79).  Changement  de  coordon- 
nées; calcul  des  nouvelles  coordonnées. 

Coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. 
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Coordonnées  d'un  point  M  : 

^  =  — 283,972;   >-  = -i- 1827,964. 

Coordonnées  de  la  nouvelle  origine  : 

0^37, 8?5;  b= —  i2,83o. 

Le  système  a  tourné  d'un  ani^le  ç  =  i5"  2'  1 1  ",;"î. 
Nouvelles  coordonnées  : 

x'=  4-166,788;    /  =  4- i86i,25ï. 

Exercices  tirés  du  même  ouvrage. 

4Msini48<'4o'26"=  213,682; 

1 08253 ,95  cos  986°  2'  32" =  —  747 1 ,833  ; 

6973111  io58°2'38",8  = —  260,603  ; 

8)5  tang  1 153"  34' 6", 8  =  2865257  ; 

3944,81  001196"  3' 6"=  1 3710,51; 

5 19,536  cos  262°  46'  =  —  35026,26; 

195,05    sin  177" 2' 4o"         „  , 

-^  sin,46°38-5o"    --'8>^9^4- 

Quadrilatère  non  convexe  : 

«1=897,139;      r?2=6io;      «jr=620; 

A2=  120"  36'  19"  (intérieur);     A.=  252"57'48"  (exléricnr)  ; 
on  obtient 

A,  ;=  11"  5o'  28"  (intérieur)  ;     A,  =r  334"  35'  25"  (extériour). 

Octogone  complet;   convexe. 

A,=  i44"29';    A,=  i22"25';    A3=t4i"33';    A,  =  132"  4'; 
As  =  63"  19;      A,  =  238"  12';     A;  =87"  54';      A,=  i32"4'; 

ll^   =  l400;      «2  =  1768;      <7,  =  1329;     fl.  =  1726; 

rfi=i2o4;        «.;=j375;  r/;r=  ^876,37;  0^-=  u\i^\fii -, 

aire  =-  <S()98i (•("), 2. 
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Endécagone  complet,  convexe. 

A,  =  i02°22'56",8;    A,=  io7°38'3o";    A,=  1 16°  lo'aa'^ 
Ai  =  245"3o';  Ai=  loS"  io'4o";     A^=  1 19"  lo' lo"; 

A:  =--84°;     A,  =  275''3i'28";    A,  =^120";     A,o=  I07°2'2"; 

A,,=:239°23'4l",2; 

«1  =  857;     «2=  iog8;     «3=780;      a^^i^iS;     «s  =3:  943; 

«6  =  624;     <7;  =  697  ;      «8=845;     «1,^620;    «,0=610; 

«,,=  897,14; 

aire  =  3486697,36. 

Paljgone  de  vingt  et  un  côtés. 

A,  =125° 39' 33";  A,  =  194°  35' 10";  A,  =  io3°  1' 3o"; 

A<  =124°  22' 36";  As  =  185"  17' 58";  A^  =23i"4o'35"; 

A:  =  1 44°  18' 17";  A,  =244°  5i' 37";  A,  =  i56"  o'4o"; 

A,„=  i44''59'2o";  A,, =  46°  12' 10";  A,,=  242°52'45"; 

A,3=i44°46';  A,,  =  110°  10' 57";  A,5=275''i6'38"; 

A.,=  20i°6'i5";  A,:=  ii7°6'3i";  A„=  89°  44' 49"  ; 

A„=i97°4'2";  A,„=  204°  i2'58";  A„  =  i36''39'5y"; 

«,  =  4375;  «.  =r4oo5,9;  «,=  5590,2; 

«^  =  3991,2;  «,,=  1754,5;  «,;=2i83,i; 

«:  =  47^9^5  ««^2709,3;  «:,  =  5558; 

«,o  =  4i33,4;  «,,=^2574,8;  «,.=  2737,6; 

«,3=- 3519,8;  «,,=  5224,1;  «,5=2357,2; 

«,o  =  6go4,6;  «,-=:544'56;  «,,=  4790,5; 

«ijzzr  3579,9;  <72o=^  3460,6 ;  «;;,  =  5339,08; 
aire  =  223281 195. 

Les  calculs  du  premier  polygone  et  du  troisième  sont 
de  M.  Schiercck  ,  et  le  calcul  du  devixième  polygone,  de 
M.  Pioss. 
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Eléments  d'Algèbre  a  l'usage  des  candidats  aux  Ecoles 
DU  Gouvernement  5  par  S.-F.  Lacroix,  ÎMembre  de 
l'IiisiiîTit.  21*^  édition,  revue,  corrigée  et  annotée, 
conforménaent  aux  nouveaux  Programmes  de  rensei- 
gnement dans  les  Lycées  j  par  M.  Proulwt,  professeur 
de  Mathématiques.  Paris,  iS54  ;  iii-8  de  Dao  pages  {*). 

AveHissement  pour  la  i\'^   édition. 

«  Les  ouvrages  de  M.  Lacroix  jouissent  depuis  long- 
))  temps,  en  France  et  à  l'étranger,  d'une  réputation 
»  justement  méritée.  Leur  ensenrble  forme  un  Cours  coin- 
»  plet  de  Mathématiques ,  rédigé  avec  beaucoup  d'ordre, 
»  de  clarté  et  de  rigueur.  Peu  de  livres  élémentaires  ont 
»  été  conçus  avec  plus  de  jnalurité,  exécutés  avec  plus  de 
»  soin,  revus  et  améliorés  avec  plus  de  persévérance: 
»   c'est  ce  qui   en  explique  le    succès. 

M  Dans  cette  nouvelle  édition  des  Éléments  d'algèbre, 
1)  le  texte  de  l'auteur  a  été  scrupuleusement  respecté.  Les 
»  Notes  que  l'on  a  cru  devoir  y  joindre,  et  dont  les  plus 
))  étendues  ont  été  rejetées  à  la  fin  du  volume,  sont  consa- 
))  crées  au  développement  de  quelques  questions  récem- 
))  ment  exigées  des  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique. 
»  Pour  l'ordre  et  la  division  des  matièi'cs  traitées  dans 
»  ce  Supplément,  on  s'est  entièrement  conformé  aux 
»  Programmes  ojficiels,  dont  on  a  reproduit  les  énoncés 
))   en  lête  de  chaque  Note  et  des  principaux  paragraphes.  » 

On  peut ,  ce  me  semble ,  ajouter  que  les  quatorze  ]yoles 
({ui  terminent  le  volume  ne  le  cèdent  au  texte  ni  en  clarté 
ni  en  rigueur,  et  que  ^I.  Piouhet  a  complètement  atteint 
le  but  qu'il  se  proposait.  Il  eût  été  à  désirer  que  plusieurs 
auteurs  qui  ont  publié  de  nouveaux  Traités  conformes  aux 
Programmes  ojficiels  se  fussent  contentés  d'annoter  avec 
autant  de  soin  d'anciens  Traités  d'un  mérite  reconnu.  Ce 
premier  travail  de  INL  Prouhet  en  demande  un  autre  :  l'an- 

(  *  )  Prix  :  fi  francs,  chez  Mnlld-Tlachelier ,  libraire. 
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notation  dn  Coinplémoiit  d'Algèbre,  où  l'on  trouvera 
certaines  théories  indispensables  dont  les  Programmes 
n'ont  pas  même  conservé  la  trace.  Ces  deux  petits  volumes 
{Y Algèbre  et  son  Compléme?it  annotés)  serviraient  d'in- 
troduction a\  Algèbre  supérieure deM.  Serret,  qui  n'est 
en  réalité  qu'un  fragment  très-important  d'un  Traité  com- 
])let  d'Algèbre.  \.-A.  Lebesgue, 

Correspondant  de  l'Instiliit. 

AkNÉE  SCOLAIRE   l854-55.  AgESDA-MEMEKTO  DES  ÉCOLES  ET 

DES   KOCVELLBS   ÉTUDES.  GuiDE  QUOTIDIEN  DES  ÉLÈVES 

POUR  LÉTLDE  DES  COIVNAISSAJVCES  EXIGÉES  A  TOCS  LES 
EXAMEJVS  ET  LA  CONSERVATION  DE  CES  CONNAISSANCES  5  par 

Auguste  Blum^  ingénieur  et  professeur,  ancien  élève 
de  l'Ecole  Polytechnique.  Paris,  i854;  in-12  de 
206  pages  (*). 

.lulien  (de  Paris)  a  publié  il  y  a  quelques  années  un 
Biomètre  destiné  à  inscrire,  à  la  fin  de  chaque  journée,  ce 
qu'on  a  fait,  ce  qu'on  a  vu  et  appris  dans  la  journée.  C'est 
la  tenue  commerciale  des  livres  appliquée  à  la  vie. 
M.  Blum  propose  la  même  idée  aux  élèves.  Chaque  page 
est  divisée  en  trois  compartiments,  consacrés  à  ti'ois  jours 
delà  semaine  et  du  mois.  La  partie  blanche  de  ces  pages 
est  très-commode  pour  y  écrire  toutce  qu'on  veut.  Chaque 
mois  est  suivi  de  recommandations  inspirées  par  d'excel- 
lenies  inlenlions  ;  conseils  qui  seront  suivis,  comme  tou- 
jours, par  ceux  qui  peuvent  s'en  passer.  En  février,  on 
recommande  les  interrogations  sur  la  Chimie  comme  le 
meilleur  procédé  pour  corriger /e5  défauts  de  prononcia- 
tion. La  connexion  entre  février,  la  prononciation  et  la 
Chimie  semble  diflicile  à  établir.  IS'importe,  cet  almanach 
de  poche  est  préférable  à  beaucoup  d'autres. 

{*)  Prix  :  broché,  i  franc—  Carfonno  avec  fcrmoii'  en  enivre,  i',  .5o<^, 
cliez  Mallct-litichcUcr ,  libraire. 
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OBSERVATIOXS 

Snr  le  rapproclieraent  théoriqne  el  pratique  des  formes  réelles  et  imaginaires 
dans  certaines  rccherdes  par  approximation. 


Au  Rédacteur. 
Monsieur, 

Dans  une  Note  que  vous  avez  insérée,  page  4o 
(lu  numéro  fie  janvier  i854  cle  votre  Kecueil ,  vous 
faites  remarquer  avec  juste  raison  que,  lorsque  dans 
une  équation  les  valeurs  des  coefficients  ne  sont  qu'ap- 
prochées, il  pourra  arriver  que  les  racines  de  celle  équa- 
tion, de  réelles  qu'elles  étaient  pour  un  certain  degré 
d'approximation,  pourront  devenir  imaginaires  pour  un 
autre  degré  Irès-rapproclié  d'ailleurs  du  précédent,  et 
vous  ajoutez  que  ce  point  d'analyse,  vu  son  importance 
pratique,  mérite  d'èlre  éclairci. 

Cet  appel  que  vous  faites  aux  géomètres  ne  tend  à  j-ien 
moins  qu'à  provoquer  une  explication  rationnelle  de  la 
forme  imaginaire;  et  il  est  certain  que  si  nous  étions  aussi 
bien  fixés  sur  la  signification  qu'il  faut,  dans  la  pratique, 
attribuer  à  cette  forme,  que  nous  le  sommes  aujourd'hui 
sur  celle  des  formes  positive  et  négative,  la  question  que 
vous  avez  posée  serait  à  peu  près  résolue. 

Cette  question ,  Monsieur,  après  les  explications  que 
j'ai  données  sur  les  expressions  imaginaires,  dans  mon 
ouvrage  intitulé  :  Etudes  philosophiques  sur  In  science 
du  calcul  (*),  ne  présente,  à  mon  point  de  vue,  aucune 
difficulté.  Mais,  comme  cet  ouvrage  a  été  peu  répandu. 

(*)  V^  partie,  i8/|i  ,  in-8  de  jSS  pages. 

Ann.  de  SI  a  il.  cm, u. ,   l.  .Mil.  (Décembre   i854.^  2y 
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et  que,  liès-probablement,  un  ion  pclil  nombre  de  vos 
lecteurs  en  a  pu  prendre  connaîssauce,  je  ne -peux  entre- 
prendre de  présenter  ici  des  vues  générales  susceptibles 
de  donner  des  explications  complètes  sur  le  point  d'ana- 
lyse que  vous  désirez  voir  éclairci.  Mais,  à  défaut  de  tout 
point  d'appui  sur  les  principes  constitutifs  de  cette  partie 
delà  science,  principes  longuement  développés  dans  l'ou- 
vrage que  je  viens  de  rappeler,  et  en  ayant  seulement  re- 
cours aux  errements  ordinaires,  'il  est  possible,  ce  me 
semble,  de  présenter  quelques  développements  suscep- 
tibles de  faire  disparaître,  sinon  en  totalité,  du  moins  en 
paitie,  ce  que  peut  présenter  d'obscur,  dans  ses  applica- 
tions pratiques,  le  fait  analytique  que  vous  avez  signalé. 

Dans  les  idées  généralement  admises,  il  y  a  pour  ainsi 
dire  un  abime  entre  l'imaginaire  et  le  réel ,  puisque  nous 
refusons  de  comprendre  l'un,  tandis  que  nous  compre- 
nons et  expliquons  parfaitement  l'autre,  non-seulement 
dans  son  ensemble,  mais  encore  dans  la  multiplicité  de 
tous  ses  détails.  Il  est  certain  qu'en  envisageant  les  choses 
à  ce  point  de  vue,  c'est  un  fait  très-suiprenant  que  celui 
qui,  comme  vous  le  dites,  au  moyen  de  la  pins  légère 
altération  dans  les  coefficients  réels  d'une  équation,  peut 
faire  passer  les  racines  de  cetie  équation  de  la  réalité  à 
l'imaginarité,  ei  vice  versa. 

Mais,  au  fond ,  si  cet  abime  supposé  entre  les  deux 
formes  n'existait  pas,  si  elles  se  rapprocliaient,  dans  cer- 
tains cas,  de  manière  à  pouvoir  être  prises  l'une  pour 
l'autre,  suivant  le  degré  d'approximation  qu'on  veut  in- 
troduire dans  les  calculs,  s'il  en  était  ainsi ,  dis-je,  tout 
re  que  le  fait  signalé  a  pu  présenter  d'extraordinaire  au 
premier  abord  disparaîtiail  à  peu  près  complètement,  et 
le  passage  du  réel  à  l'imaginaire  ne  serait  plus,  dans  ce 
cas,  qji'une  affaire  d'approximation  ,  tout  comme  en  était 
une  le  remplacement  du  premier  coefficient  par  un  autre 
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très -voisin  de  lui  ;  il  y  aurait  ainsi  concordance  parfaite 
entre  la  modification  qu'on  fait  subir  à  l'énoncé  et  celle 
que  l'algèbre  introduit  dans  sa  réponse. 

Or  létude  algébrique  approfondie  'des  formes  imagi- 
naires fait  voir  que  c'est  bien  a'nsi  {|U(;  les  choses  se  pas- 
sent; mais,  je  le  répèle,  je  ne  peux  reproduire  ici  cet 
aspect  général  de  la  question,  A  défaut  de  ce  moyen  théo- 
rique, je  vais  essayer  de  faire  comprendre  ma  pensée  par 
un  exemple  fort  simple,  et  montrer  qu'il  nous  arrive  très- 
souvent  d'accepter  dans  la  pratique  comme  très-réelles 
des  solutions  que  la  théorie  devrait  nous  forcer  à  considé- 
rer comme  imaginaires.  Tout  dépendra ,  comme  on  va  le 
voir,  et  comme  je  l'ai  annoncé  ci-dessus,  du  degré  d'ap- 
proximation qu'on  s'est  imposé. 

Soit  O  le  centre  d'une  circonférence  dont  le  ra^^on  R 
est  connu  à  un  centième  près  seulement,  en  plus  ou  en 
moins;  soit  A  un  point  extérieur  à  cette  circonférence,  et 
supposons  qu'on  demande  de  lui  mener  une  tangente  par 
le  point  A. 

Ayant  décrit,  avec  la  valeur  numéiiquc  connue  du 
rayon  et  du  point  O  comme  centre,  la  circonférence  don- 
née, puis,  sur  AO  comme  diamètre,  en  ayant  décrit  une 
seconde  qui  rencontre  la  première  au  pointT  (*),  on  join- 
dra T  avec  A,  et  l'on  aura  ainsi  la  langente  demandée.  11 
est  évident  qu'eu  égard  à  l'approxinialion  avec  laquelle  le 
rayon  du  cercle  donné  a  été  déterminé,  la  droite  AT  ré- 
soud  le  problème,  et  personne,  assuiément,  ne  refusera 
de  l'accepter  comme  rem})lissant  bien  celte  fonction. 

Mais  il  est  évident  aussi  <ju'cu  égard  à  la  véiilable  va- 
leur du  rayon,  l'expression  algébric|ue  de  celle  tangenle, 
indépendamment  du  cas  où  elle  se  trouverait  èlie  la  tan- 
genle réelle,  peut  présenter  deux  aulres  cas  distincts.  En 

('  )  Il  y  a  deux  pointsd'inlersection.  L'ininginaritc  enlrainc  loujoiirs  un 
jiuinbre  pair  d'intersections.  Tm. 
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elî'et,  puisque  loul  ce  qu'on  sait  de  la  valeur  numérique 
du  rayon,  c'est  qu'elle  n'est  exacte  qu'à  un  centième  près, 
soit  en  plus,  soit  en  moins,  il  se  pourrait  que  la  valeur 
véritable   fut  plus  grande  ou  plus  petite  qu'elle    d'une 

quantité  dont  la  limite  serait  comprise  entre  H et 


lOO 


zéro  d'une  part,  et  entre  o  et de  Faulre.  Or,  dans 

^  lOO 

le  premier  cas,  ce  qu'on  aura  pris  pour  la  tangente  sera, 
en  réalité,  une  sécante  coupant  la  circonférence  en  deux 
points  dont  les  positions  sur  cette  circonférence  seront 
facilement  assignables,  tandis  que,  daus  le  second,  ce 
sera  une  droite  complètement  extérieure  au  cercle  pour 
laquelle  l'expression  analytique  des  deux  points  de  ren- 
contre sera  devenue  imaginaire-,  et  cependant  cette  ligne, 
quoique  jouissaiu  de  propriétés  analytiques  imaginaires, 
n'en  continuera  pas  moius,  daus  la  pratique,  à  être  ac- 
ceptée comme  résolvant  réellement  la  question,  dans  la 
limite  d'approximation  qu'on  s'est  donnée. 

Nous  trouvons  donc,  dans  ces  considérations  concrètes 
de  la  géométrie,  une  image  frappante  de  valeurs  réelles  et 
de  valeui's  imaginaires  placées  bieu  près  l'une  de  l'autre, 
liées  entre  elles  par  une  continuité  non  interrompue, 
concourant  vers  une  limite  qui  serait  le  point  T,  dans  le 
cas  où  la  valeur  donnée  du  rayon  serait  la  véritable,  dont 
toutes  les  dilïérences,  en  convergeant  vers  celte  limite, 
s'atténuent  de  plus  en  plus  à  mesure  que  les  écarts  de 
l'approximation  se  resserrent,  et  qui,  par  conséquent, 
dans  toute  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  passe  cette 
approximation  ,  peuvent  être  indistinctement  prises  l'une 
pour  l'autre. 

Si  donc  ,  lorsqu'on  reste  dans  le  domaine  purement 
analytique,  la  concordance  qui  existe  entre  la  variation 
qu  on  fait  subir  à  des  quantités  réelles  d'une  part,  et  le 
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passage  réel  à  rimaginaire  qvi'éprouvent  d'autre  part,  à 
la  suile  de  ces  mêmes  variations,  certaines  expressions 
fonctions  des  premières,  est  de  nature  à  se  présenter  à 
l'esprit  avec  quelque  confusion,  on  a  pu  se  convaincre, 
par  l'exemple  que  nous  venons  de  citer,  que  les  considé- 
rations concrètes  sont  susceptibles  de  jeter  quelques  clar- 
tés sur  ce  point  délicat  de  la  métaphysique  du  calcul. 
Car,  Lien  que  la  ligne  AT,  lorsque  la  valeur  du  rayon  est 
plus  petite  que  la  valeur  donnée,  revête,  pour  quelques- 
unes  de  ses  propriétés,  la  forme  imaginaire,  elle  ne  dis- 
parait pas  entièrement  pour  cela,  elle  continue  à  subsis- 
ter, à  représenter  approximativement  la  tangente,  à 
exercer  une  fonction  que  1  algèbre  pure,  en  revêtant  la 
forme  imaginaire,  semblerait  lui  refuser. 

Pour  compléter  ces  explications,  il  faudrait  mainte- 
nant dire  ce  que  sont  les  points  de  rencontre  imaginaires 
de  la  sécante  extérieure,  montrer  qu  ils  ne  sont  imagi- 
naires que  de  nom,  iixcr  le  lieu  géométrique  qu'ils  doi- 
vent occuper,  indi([uer  à  quelle  modification  de  l'énoncé 
primitif  correspond  la  manifestation  inattendue  de  la 
racine  carrée  de  l'unité  négative;  mais,  pour  cela,  ce 
seraient  tous  les  principes  constitutifs  de  la  théorie  que 
j'ai  exposée  dans  mon  ouvrage  qu'il  faudrait  reproduire 
ici. 

Ce  qui ,  jusqu'à  ce  jour,  a  laissé  dans  l'ignorance  en  ce 
qui  concerne  1  interprétation  des  expressions  imaginaires, 
c'estqu'aussitôt  que  cette  forme,  après  avoir  apparu  dans  le 
calcul ,  doit  passer  dans  le  domaine  des  applications,  nous 
nous  arrêtons  comme  devant  une  barrière  infranchis- 
sable ,  nous  disons  que  nous  ne  comprenons  plus,  et  nous 
ne  faisons  aucun  elfort  pour  soulever  le  plus  petit  coin 
du  voile  qui  nous  dérobe  rinlelligencede  lénigme  ligurée 
par  \J —  I . 

C  est  ainsi  qu  avaient  agi  les  anciens  géomètres  à  lé- 
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gard  des  résultais  négatifs,  et,  parce  qu'ils  ne  les  avaient 
pas  d'abord  compris ,  ils  leur  avaient  donné  le  nom  de 
fausses  solutions.  Nous  savons  cependant  aujourd'hui 
que  ces  solutions  ne  sont  pas  plus  fausses  que  celles  qui 
se  piésinlent  avec  le  signe  additif 5  nous  les  Interprétons 
fort  bien,  soit  en  olles-mùmes,  soit  relativement  aux  mo- 
difications que  leur  manifestation  peut  rendre  nécessaires 
dans  renoncé  primitif  de  la  question. 

Or,  si  aujourd'hui  nous  sommes  encore  dans  Timpos- 
sibilité  de  savoir  ce  qu'est  l'imaginaire  en  lui-même, 
nous  pourrions  du  moiiis,  dans  beaucoup  de  cas,  malgré 
cette  impossibilité  d'interpréter  une  racine  de  cette  forme, 
nous  rendre  compte  des  indications  que  sa  manifestation 
algébrique  peut  donner  pour  nous  conduire  à  une  trans- 
formation de  l'énoncé  telle,  que  l'obstacle  imaginaire 
cessât  d'en  être  un. 

Faisons  mieux  comprendre  notre  pensée  par  uu 
exemple. 

Si  l'on  a  l'équation 

j:  -^  y  =  a, 
on  en  déduit 

y  =  a  —  x; 

par  conséquent,  lorsqu'on  pi'cndra  pour  x  une  valeur 
supérieure  à  la  quantité  a,  comme,  par  exemple,  a-hp, 
il  viendra 

y=  —p- 

Or,  que  je  sache  ou  que  je  ne  sache  pas  ce  que  peut  être 
en  elle-même  une  valeur  négative,  je  n'en  verrai  pas 
moins  que  si,  pour  tous  les  cas  où .r  dépasse  a,  je  substitue 
à  l'énoncé  primitif  x  -|-  j=  a  de  la  question  le  suivant 
X — J=  ^  1  j  obtiendrai,  pour  tous  ces  cas,  du  positif, 
c'est-à-dire  un  résultat  toujours  réalisable.  Sans  doute  je 
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n'aurai  pas  ainsi  tout  appris  5  je  pourrai  rester  encore 
dans  rignoran',  e  sur  la  signification  d'un  nombre  négatif: 
mais  je  serai  du  moins  fixé  sur  l'espèce  de  réaction  que  la 
présence  de  ce  nombre  doit  exercer  sur  la  question  pro- 
posée; je  connaîtrai  un  de  ses  ell'ets  ,  et  n'est-ce  pas  tou- 
jours par  la  connaissance  préalable  des  effets  que  nous 
pouvons  espérer  d'arriver  à  la  découverte  de  celle  des 
causes? 

Prenons  maintenant  un  cas  un  peu  plus  compliqué  : 
supposons  qu'au  lieu  de  chercher  deux  quantités  dont  la 
somme  soit  «,  on  veuille  en  déterminer  deux  dont  la 
somme  des  carrés  soit  cr .  L'expression  analytique  du  pro- 
blème sera 

j:'  +  j-  =  «% 
et  l'on  en  déduiia 


y  —  v'x-  —  a- 


Tant  que  x  sera  moindre  que  <? ,  il  ne  se  présentera  au- 
cune diffficulté;  mais  si  x  est  égal  à  a-\-p^  on  aura 


y  =  \'—  ipa  —  JJ--  =  sj p  {1  a -\-  p)  sj  —  i , 

et,  parce  que  ce  résultat  est  imaginaire,  on  arrête  le  cal- 
cul, on  abandonne  la  question,  on  ne  va  pas  plus  loin, 
du  moins  dans  la  pratique. 

Cependant,  comme  nous  allons  le  montrer,  il  reste  en- 
core quelque  chose  à*  faire. 

En  effet,  de  ce  que  la  valeur  de  j  est  égale  au  produit 
d'une  quantité  par  y  —  i,  il  s'ensuit  que  celle  de^''  se 
présente  sous  la  forme  négative.  Cela  prouve  évidemment 
que,  dans  le  cas  actuel,  le  carré  arithmétiqiu-  représenté 
par  r ',  au  lieu  d'être  ajouté  à  celui  de  x,  devra  lui  èti'C 
retranché.  En  modifiant  ainsi  l'énoncé  du  problème,  les 
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condilions  auxquelles  il  faut  satisfaire  continuent  d'être 
possibles.  Voyons  maintenant  quelle  conséquence  il  doit 
résulter  de  cette  modification  pour  la  racine  cherchée  et 
pour  l'usage  qu'on  en  doit  faire. 

Or  il  est  évident  que  cette  ratine,  une  fois  trouvée 
arithmétiquement,  doit ,  par  voie  de  multiplication  ,  con- 
duire au  carré  arithmétique  qui ,  d'après  Ténoncé  primi- 
tif delà  question,  devrait,  étant  ajouté  à  celui  dex,  re- 
produire a^.  Reste  donc  à  savoir  s'il  n'y  a  pas  (juelque 
facteur  en  algèbre  qui ,  accompagnant  cette  racine  daus 
la  multiplication  qu'on  doit  en  faire  par  elle-même  et  fonc- 
tionnant dans  cette  multiplication  comme  la  racine  y 
fonctionne  elle-même,  n'arrangera  pas  naturellement  le 
produit  de  telle  manière  qu'on  voie  clairement  f[ue  ce 
produit,  au  lieu  d'être  ajouté,  doit  être  retranché.  La 
réponse  à  celte  f[uesllon  est  toute  faite.  Quelle  est,  en 
efl'et,  l'expression  algébrique  qui,  employée  deux  fois 
comme  facteur,  fait  passer  du  positif  au  négatif?  C'est 
évidemment  v' —  i  ;  et  voilà  pourquoi  nous  trouvons  pourj- 
la  valeur  V/^»  (  2  a  -}-  /?  )  v  —  i  • 

Ainsi,  dans  tout  problème  arithmétique  oui  inconnue 
sera  élevée  à  la  deuxième  puissance,  lorsqu'on  trouvera 
pour  la  valeur  de  cette  inconnue  une  racine  imaginaire 
de  la  forme  A  sj — i,  cela  ne  veut  pas  dire  d'une  manière 
absolue  que  le  problème  est  impossible  ,  mais  qu'il  faut  en 
changer  l'énoncé  de  manière  à  faire  figurer,  dans  l'équa- 
tion qui  exprime  cet  énoncé,  la  deuxième  puissance  de 
l'inconnue  avec  un  signe  contraire  à  celui  qui  avait  été 
d'abord  employé.  IN 'est-ce  pas  là  un  |)rocédé  exactement 
pareil  à  celui  ([u'on  emploie  journellement  lorsque  dans 
une  question  les  solutions  négatives  se  manifestent? 

Ceci  ne  dit  pas  tout,  à  coup  sûr.  mais  du  moins  entre 
l'explication  complète  et  l'immobilité  nous  avons  fait 
quehpies  pas. 
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Perniellcz-moi  maintenant  de  vous  présenter  quelques 
observations  purement  analytiques  qui  pourront  contri- 
buer pour  leur  part  à  rendre  plus  intelligible  la  relation 
qui  existe,  d'une  part  entre  les  variations  réelles  qu'on 
fait  subir  aux  eoefficients  d'une  équation  ,  et  les  passages 
du  réel  à  l'imaginaire  que  peuvent  subir  d'autre  part  les 
racines  de  cette  équation. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer,  au  sujet  de  quelques 
principes  que  nous  allons  citer,  dans  aucun  développe- 
ment, et  en  prenant  les  choses  telles  qu'elles  sont  établies 
aujourd'hui  dans  la  science,  nous  i^appellerons  que  lors- 
qu'une équation  renferme  des  racines  imaginaires,  elles 
miarchent  nécessairement  par  couples  de  la  forme 

p  H-  </  4 —  '      et     /><  —  7  sj —  I . 

Or  quelles  sont  les  opérations  arithmétiques,  dans  la 
combinaison  qu'on  peut  faire  entre  elles  de  ces  deux 
expressions ,  à  l'aide  desquelles  l'imaginaire  disparait  ;' 
C  est,  d'une  part,  l'addition  qui  donne  2/;,  et  la  multi- 
plication dont  le  pioduit  est  />-  +  7^- 

Cela  posé,  si  «i ,  a^^  a^^...^u,^i>o\\\.\Q,?,  racines  d'une 
é(juation  du  n'""^^  degré,  son  premier  membre  sera  consti- 
tué comme  il  suit  : 

(x  —  <i\){x  —  Qn^  .  .  .{x  —  «,j  )  ; 

et  l'on  voit  i[ue  dans  la  série  des  opérations  ([u  il  faudia 
faire  pour  obtenir  le  polynôme  linal  ordonné  suivant  les 
puissances  de  x,  il  n'entrera  précisément  que  des  addi- 
tions et  des  multiplications, d'où  l'on  comprend  spontané- 
ment la  possibilité  que,  dans  ce  premier  membre,  tout 
ce  qu'il  y  a  d'imaginaire  dans  les  racines  disparaisse.  Cette 
première  induction  est  d'ailleurs  confirmée  par  h;calcul, 
puiscju'eji  prenant   deux  facteurs  binômes   quelcomjues 
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X  —  <7, ,  X  —  «o,  (lue  rien  nempèche  de  supposer  appar- 
tenir à  deux  racines  imaginaires  conjugu(';es .  leur  pro- 
duit sera 


dont  les  coefficients  réalisent  piéeisément  les  opérations 
sous  lintlueiice  desquelles  les  imaginaires  disparais- 
sent. 

Le  premier  membre  d  une  équation  est  donc  une  fonc- 
tion composée  dans  laquelle  les  lois  mêmes  de  sa  compo- 
sition expliquent  très-bien  l'absence  des  imaginaires, 
tandisque  les  valeurs  algébriques  des  racines,  devant  né- 
tessaiiemcnt  contenir  les  expressions  des  opérations 
décomposantes  et  en  particulierdel'extraction  des  racines, 
seront  susceptibles  de  produire  toutes  les  circonstances  de 
cette  extraction  et  par  suite  les  imaginaires. 

Or  ,  dès  l'instant  qu'il  est  reconnu  que  la  réalité  des 
coefficients  peut  correspondre  indistinctement  à  la  réalité 
ou  à  l'imaginarité  des  racines,  il  n'y  aura  rien  de  surpre- 
nant à  ce  que  la  variation  de  ces  coefficients  fasse  passer 
de  1  une  de  ces  formes  à  lautre;  on  peut  môme  dire  qu'il 
n'y  a  pas  d  autre  moyen  que  ces  variations  pour  réaliser 
ce  passage  dans  les  racines. 

Ces  variations  peuvent  d'ailleurs  être  conduites  par 
voie  de  continuité  et  de  rapprochement  aussi  petit  qu'on 
voudra,  de  sorte  que,  les  racines  ne  pouvant  demeurer  ni 
toujours  réelles  ni  toujours  imaginaires,  on  est  forcé- 
ment obligé  d'admettre  que.  dans  la  série  infinie  des 
valeurs  que  peuvent  prendre  les  coefficients,  il  y  aura 
des  points  où  la  plus  petite  variation  dans  ces  valeurs 
produira  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Au  reste,  c'est  moins  encore  dans  le  domaine  purement 
analyii([ue  ([ue  dans  celui  desapplicalionsconcrèles  (jue  des . 
explications  à  ce  sujet  étaient  à  désirer,  parce  que,  dans 
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le  premier,  1  imaginaire  aussi  bien  ime  le  réel  est  parfai- 
tement admis,  on  formule  également  avec  Tun  comme 
avec  l'autre  et,  malgré  l'ignorance  où  Ton  est  siir  la  nature 
de  l'état  imaginaire,  on  en  fait  conlinuellement  intervenir 
la  forme  dans  les  calculs. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  domaine  des  appli- 
cations, où  cet  usage  est  absolument  interdit,  parce  qu'on 
ignore  complètement  ce  que  peut  être  la  chose  elle-même. 
11  y  avait  donc  quelque  importance  à  faire  voir  c[ue  par  le 
fait,  dans  la  pratique,  nous  nous  servons  parfois  de  l'ima- 
ginaire pour  du  réel.  Un  grand  nombre  d'exemples  géo- 
métriques, indépendamment  de  celui  que  nous  avons 
traité,  pourraient  être  cités  à  l'appui  de  cette  affirmation, 
presque  toutes  les  recherches  de  lignes  et  de  points  par 
approximation  ne  sont  pas  autre  chose,  et  c'est  là  le 
point  important  du  débat,  parce  qu'il  en  résulte  une 
assimilation  précieuse  entre  la  science  analytique  el  les 
faits  naturels. 

11  sera  résulté  de  plus  de  cette  discussion,  nous  l'espé-' 
rons,  que  le  réel  et  l'imaginaire  ne  sont  pas  si  éloignés  ,  si 
antipathiques  l'un  de  l'autre  qu'on  a  pu  le  croire  jusqu'ici, 
et  n'y  aurait-il  d'autre  résultat  produit  par  les  observa- 
tions qui  précèdent  que  l'introduc&ion  de  cette  idée  dans 
les  esprits  mathématiques,  que  nous  pensons  qu'elles  ne 
seront  pas  entièrement  dépourvues  d  utilité  pour  les  pro-^^ 
grès  futurs  de  la  science. 

Il  importe  d'ailleurs  de  remarquer  que  ce  n'est  pas. 
seulement  en  géométrie  ,  mais  encore  dans  la  pratique 
arithmétique,  que  nous  réalisons  tous  les  jours  et,  pour 
ainsi  dire,  sans  nous  en  douter,  le  passage  du  réel  à  Tima- 
ginaire.  Lorsqu'en  ellét  une  quantité  e  est  très-petite 
par  rapport  à  d'autres  qui  concourent  avec  elle  dans  la 
solution  dune  question,  nous  n'hésitons  pas  un  instant 
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à  ne  tenir  aucun  compte  des  puissances  de  celle  quantité 
supérieures  à  la  première. 

Cela  posé,  supposons  que,  dans  une  question  à  résou- 
dre, Tinconnue  x  dépende  de  deux  variables  z  et  j  d'après 
la  condition  suivante  x  =  zy  et  que,  par  des  calculs  vd- 
térieurs,  on  ait  trouvé 

on  nliésilera  pas  dans  la  pratique  à  dire  (|ue  a^  est  la  va- 
leur de  x-^  si,  dun  autre  côté,  on  a  trouvé 

on  acceptera  encore  a"  comme  valeur  de  x.  Cependant, 
dans  le  premier  cas,  les  valeurs  générales  de  z  et  de  y 
sont  imaginaires  et  peuvent  être  représentées  par 

/  , N  a  — es/ — I 

/// 

et  dans  le  second  elles  sont  réelles  et  représentées  par 

/  \  '^  —  ^' 

z  —  m(a  +  e),       j  = : 

m 

d'où  Ton  voit  que,  négliger  e^,  c'est  par  le  fait,  et  eu 
égard  toujours  au  degré  d'approximation  qu'on  s  est 
imposé,  considérer  comme  équivalentes  des  expressions 
imaginaires  et  des  expressions  réelles. 

Eu  résumé ,  lorsque  e  est  très-petit  par  rapport  à  «,  on 
approche  tout  autant  de  la  vérité  en  prenant  a  ±  e  y/ — i 
qu'en  prenant  a  dz  e  ei  en  leur  substituant  simplement  a. 
C'est  ce  que  la  théorie  explicative  de  la  forme  imaginaire 
démontre  parfaitement  et  sans  beaucoup  de  peine.  Les 
remarques  précédentes  n'ont  pas  à  coup  sûr  toute  la  por- 
tée d'une  démonstration  mathématique,  mais  elles  sont 
du  moins  de  nature  à  montrer  c|ue  ce  fait  concorde  très- 
exactement  avec  nos  habitudes  [)ialiques,  et  à  ee  point  c'e 
vue  elles  me  paraissent  très-propres  à  apporter  quelque 
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(larlé  dans  la   qucslion  de  doctriiîe  qui  vous  a  frappé  et 
que  vous  avez  signalée  à  raltenlion  des  géomètres  (*). 

Permettez -moi  enfin,  Monsieur ,  de  vous  présenter  une 
considération  qui  serre  encore  de  plus  près  la  question. 

Supposons  qu'on  prenne  un  point  A  sur  une  droite  in- 
définie et  qu'on  dise  d'un  autre  point  qu'il  est  situé  sur 
celte  même  droite  à  une  dislance  o  du  premier,  mais  avec 
cette  condition  que  l'évaluation  de  la  distance  n'est  (ju'ap- 
proclîée,  et  on  sait  qu  elle  peut  dillérer  en  plus  ou  en  moins 
de  la  véritable,  de  la  quantité  e. 

11  suit  de  là  qu'ayant  pris  sur  la  drdite  un  point  B  tel 
que  AB  =  « ,  et  ayant,  à  droite  et  à  gauche  de  B,  porté 
BC  :=  BC  =  e,  on  sera  assuré  que  l'extrémité  de  la  véri- 
table longueur  devra  tomber  en  un  point  quelconque  de 
la  distance  CC.  Mais  il  est  évident  qu'au  point  de  vue 
géométrique,  ceci  correspond  à  l'indétermination  la  plus 
simple  dans  laquelle  on  puisse  se  trouver  relativement  à 
la  position  du  point  qui  nous  occupe.  Une  indétermina- 
tion beaucoup  plus  grande  serait  celle  dans  laquelle  on 
dirait  que  ce  point  doit  se  trouver  à  une  distance  E  de  B, 
comptée  non-sculcmenl  dans  le  sens  de  la  ligne  AB,  mais 
encore  dans  toutes  les  directions  rayonnant  autour  du 
point  B  dans  le  plan  de  la  figure. 

Dans  ce  cas,  ayant  décrit,  avec  E  pour  rayon  cl  du  point 
B  comme  centre,  une  circonférence,  l'extrémité  delà  ligne 
résolvant  le  problème  devrait  se  trouver  en  l'un  quel- 
conque des  points  de  l'espace  qvui  cette  circonférence 
circonscrit. 

Or  à  cette  nouvelle  indétermination  dans  la  position  du 

(  *  )  Il  y  a  des  questions  oii  il  s'agit  de  ctiercher  non  pas  précisément  la 
valeur  de  telle  quantité,  mais  de  savoir  si  elle  peut  exister  ou  non.  Alors  ii 
faut  que  la  réalité  ou  l'imaginarilé  soient  établies  avec  ccriitude  et  non  ap- 
proximativement ;  et  la  ilifliciilté  des  coefficients  tijpi ochci  reste  dans  son 
entier.  Tm. 
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point,  iudéternii nation  que  j'appellerais  volontiers  à  deux 
dimensions  ,  correspondent  aussi  deux  éléments  dincerii- 
tude  pour  le  lésultat  qu'on  veut  réalise)-;  car  non-seule- 
ment ce  cjui  concerne  la  longueur  de  la  droite  manquera 
de  précision,  mais  il  en  sera  de  même  pour  sa  direction 
cjui ,  au  lieu  d'être  fixe  et  unique  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, pourra  être  indistinctement  une  cjuclconque  de 
celles  comprises  dans  l'angle  que  forment  les  deux  tan- 
gentes menées  du  point  A  au  petit  cercle,  images  physi- 
ques du  degréet  delà  naturede  l'approximation  introduite 
dans  la  question. 

On  est  ainsi  invinciblenî§nt  conduit  k  reconnaître  que 
dans  celas  il  faudra,  eu  égard  au  degré  et  à  la  nature  de 
cetle  approximation ,  accepter  comme  solution  du  pro- 
blème une  droite  dont  non-seulement  la  longueur  ne 
sera  pas  certaine,  mais  dont  la  direction  sera  elle-même 
indécise;  d'ailleurs,  ainsi  que  ce  doit  être  le  propi'e  de 
toute  approximation,  Terreui'  sera  d'autant  moindre  pour 
chacun  de  ces  éléments,  que  la  quantité  E  sera  plus  petite 

j,                         ,                        a  -\-  r. 
par  rapport  a  «,  puisque,  dune  part,  le  rapport 


de  la  véritable  longueur  à  celle  approchée,  et  que,  d'autre 
part,  la  limite  des  variations  des  angles  se  rapprochent 
d'autant  plus,  le  premier  de  l'unité,  la  seconde  de  zéro, 
que  E  est  plus  petit. 

Si  maintenant  il  arrivait  que  toutes  les  solutions  géo- 
métriques approciiées  qui  rorrespoiident  à  des  droites 
situées  en  dehors  de  la  ligne  AB  pussent  être  algébrique- 
ment représentées  au  point  de  vue  complexe  de  leur  lon- 
gueur et  de  leur  direction  parla  forme  imaginaire 


a  +  b  sj — I  , 
tandis  (pie  celles  qui  restent  sur  la  ligne  AP)  le  sont  par 
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du  réel,  il  est  évident  que  le  rapproeliement  des  unes  et 
des  autres,  rapprochement  que  la  figure  ci-joiiile  rend  si 
frappant  en  Géométrie,  et,  par  suite,  Téquivalence  du 
réel  et  de  limaginaire  ,  subordonnée  d  ailleurs  au  degré 
d'approximation  adopté,  présenterait  l'accord  le  plus 
complet,  le  plus  satisfaisant,  entre  la  pratique  et  la 
théorie. 

Là  est  le  véritable  nœud  qu'il  faut  délier  pour  débar- 
.rasser  la  question  de  toutes  ses  entraves.  Admettez  ce 
principe  théorique  de  l'interprétatiou  des  formes  imagi- 
naires, supposez  que  la  forme  a  ~\-  h  \' — i  est  en  elTet  la 
représentation  analytique  des  deux  cléments  de  la  droite, 
longueur  et  direction,  combinés  ensemble  et  qui,  désor- 
mais, marcheraient  ainsi  associés  en  Algèbre,  comme  ils 
le  font  en  Géométrie,  et  non-seulement  toutes  les  diffi- 
cultés disparaissent,  mais  vous  arrivez  à  une  admirable 
concordance  entre  les  faits  analytiques  et  les  faits  d'appli- 
cation. Or  ce  principe,  ainsi  que  je  crois  l'avoir  démon- 
tré dans  l'ouvi'age  cité,  est  précisément  la  conséquence  la 
plus  nécessaire  de  l'interprétation  que  j'ai  donnée  de  l'ex- 
pression \/ — I.  IMais,  par  les  raisons  ci-dessus  dévelop- 
pées, je  dois  ni' abstenir  d'entrer  plus  avant  dans  les  détails 
d'un  point  d'analyse  qui,  selon  toute  apparence,  n'a  pas 
encore  été  admis  au  droit  de  bourgeoisie  dans  le  domaine 
des  discussions  mathématiques. 

F.  Vallès, 

h)f;énieiir  en  chef  des  Ponts  et  CliaussccS;^ 
à  Laon  (Aisne). 

Noie  du  rcflaclexir.  Homère  applique  à  Jupiter  lépi- 
thète  N£<p£A;;y£pêV;;ç,  assembleur  de  nuages.  Ce  Jupiter 
n'est  pas  le  dieu  des  géomètres.  Cette  théoiie  des  imagi- 
naires, quant  aux  fJirectiori}, ,  encore  fort  nébuleuse,  ne 
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semble  cousisler  t|uc  dans  le  lliéorème  de  Cotes  el  dans 
un  théorème  de  statique,  inncmonisés  : 

R'=  (P  -+-  Q  s'^)  (  P  -  Q  v^^~f" j; 

P  et  Q  peuvent  représenter  des  forces  rectangulaires  et 
R  la  résultante.  Celte  exégèse  n  a  pas,  que  je  sache,  fait 
découvrir  des  vérités  nouvelles.  Dùt-on  v  par.enir,  on  ne 
les  admettra  que  lorsqu'elles  seront  contrôlées  par  une 
autre  voie.  Du  reste  ,  il  ne  faut  rien  repousser  systémati- 
quement et  surtout  les  idées  qui  préoccupent  des  esprits 
distingués.  Oinnia  autem  prohate:  quod  honuniest  tenete 
(Thessal.  \  ,    21). 

M.  Caucliv  a  essayé  de  présenter  celte  théorie  sous  une 
autre  forme  sous  le  nom  de  qiiatitilés  géométriques ,  met- 
tant à  profit  les  idées  de  M.  Saint- Venant  sur  les  sommes 
géométriques  [Comptes  rendus,  tome  XXIX,  p.  230), 
idées  reproduites  par  M.  Bellavitis  sous  le  nom  à'équipol- 
hnces.  Il  me  semble  que  c  est  toujours  de  la  statique  par- 
lée. Du  reste  nous  avons  là-dessus  un  travail  de  !M.  de 
Polignac,  officier  d  artillerie,  maintenant  en  Crimée. 
]Nous  nous  proposons  de  le  publier,  Deo  volente,  en  i855. 


Détermi>a^tS",  correction  essentielle. 

Le  théorème  M  (t.  XI .  p.  427)  nest  vrai  que  pour  les 
puissances  des  déterminants  symétriques  et  non  pour  des 
produits  quelconques.  Lisez  /^/.'  au  lieu  de  1]  +  ^j 
{p.  440). 

Dans  le  Mémoire  de  Jacobi  (t.X,  p.  258),  il  s'est 
glissé  plusieurs  fautes  d'acccntualion  que  le  lecteur  corri- 
gera facilement. 
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TOME  H. 

TOME  XI. 

NOS. 

Pages. 

NOS. 

Pages. 

6i 

48 

25 1 

(échec) 

ii5 

TOME  IV. 

252 

(domino) 

Ibid. 

93 

TOME  V. 

209 

266 

401 

120 

TOME  VII. 

202 

TOME  XII. 

190 

240 

270 

99 

192 

368 

280 

327 

iy3 

Ibid. 

281 

Ibid. 

TOME  VllI. 

44 

TOME  XIII. 

'99 

TOME  X. 

288 

'91 

>4o 

35- 

289 

192 

245 

358 

294 

3.4 

Observation.  Sur  295  questions,   il  en  reste  18  à  résoudre.  Les  autres 
sont  résolues  et  imprimées,  ou  bien  en  manuscrit,  et  paraîtront  en  i855. 


ERRATA. 

G  (  y.  —  co  ;  û  d^k. 

Page  i34,  lignes  7  et  8  en  remont.,  au  lieu  de     '         — t  lisez  -yj- ■• 

pd  R  d[cK  —  &j) 

i35,  ligne  11  en  remontant,  au  lieu  de  /3w,  lisez  jB —  w. 

192,  ligne  9  en  descendant,  au  lieu  de  3'"    '^,  lisez  3"'"'"*'". 

222,  ligne  i4  en  descendant,  au  lieu  de  ostendant,  lisez  ostendunt 

222,  ligne  14  en  descendant,  au  lieu  de  quia,    lisez  quin. 

222,  ligne  20  en  descendant,  au  lieu  de  indigistati,  lisez  indigilasti. 

288,  ligne  I  en  descendant,  au  lieu  de  œquationes,  lisez  sequalionis. 

3  2 

33o,  ligne  1 1  en  descendant,  au  lieu  de  -  {C  —  J),  lisez  ^  (C  —  J). 
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